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Vorrede des Verfassers. 



Es sollen hier in systematischer Weise die Grundformeln der natür- 
lichen Analjsis dör geometrischen Gebilde entwickelt und auf möglichst 
elementarem Wege ohne zu grosse Häufung die einfachsten Anwen- 
dungen davon auseinandergesetzt werden. Dabei ist der einzige Zweck 
der, die Macht der Methode der natürlichen Geometrie ins rechte Licht 
zu rücken und zu zeigen, in wie hohem Masse sie allen gebrauchlichen 
Verfahrungs weisen überlegen ist, wenn es sich um das Studium der 
Eigenschaften des Raumes im Infinitesimalen handelt. Ausserdem wird 
eine einförmige und zweckmässige Bezeichnungsweise festgesetzt, die 
ich zur Annahme empfehlen mochte, und die es erlaubt, die Rech- 
nungen in eleganter Form zu erledigen. Mein Wunsch ist es, den 
Lesern das Literesse an Untersuchungen, wie sie hier geboten werden, 
so lebendig mitzuteilen, wie es mich selbst durchdringt. Dies ist das 
Programm eines kurzen Cyclus von Vorlesungen, die ich vor mehr als 
fünf Jahren an der Königlichen Universität zu Neapel gehalten habe, 
und die ich jetzt in der Lage bin, der geschätzten mathematischen 
Jugend Deutschlands in ihrer Sprache darbieten zu können. 

Neapel, am 13. Januar 1900. 

E. Cesäro. 



Vorwort des Heransgebers. 



Eine deutsche Übersetzung der „Lezioni di geometria intrinseca^ 
von E. Cesäro dürfte schon deshalb dem mathematischen Publicum 
Deutschlands nicht unwillkommen sein, weil dieses ausgezeichnete Buch 
die einzige systematische Darstellung derjenigen geometrischen Unter- 
suchungen enthält, die man unter dem Namen geometria intrinseca oder, 
wie wir übersetzt haben, natürliche Geometrie begreift. Das Wesen 
dieser Art von Geometrie, deren erste Elemente im Anfang des 19. Jahr- 
hunderts deutsche Mathematiker begründet haben, kurz und erschöpfend 



VI Vorwort des Herausgebers. 

zu charakterisieren ist schwer. Negativ lässt sich darüber sagen, dsaa 
diese Geometrie fremdartige Elemente, wie sie in der gewöhnlichen 
analytischen Geometrie die Wahl eines bestimmten Coordinatensystems 
in die Untersuchung hineinbringt, zu vermeiden sucht. Welche Vor- 
teile dadurch erreicht werden, wird dem Leser des Cesäro'schen Buches 
sehr bald fühlbar werden. Es würde ganz unmöglich sein, eine der- 
artige Fülle geometrischer Thatsachen, wie sie hier geboten wird, in so 
eleganter Weise unter Benutzung anderer Methoden zu gewinnen. 

Der Herr Verfasser hat sein Werk bei Gelegenheit dieser Heraus- 
gabe einer eingehenden Revision unterzogen, manche Verbesserung vor- 
genommen und auch zahlreiche Zusätze gemacht. Was die Biblio- 
graphie der natürlichen Geometrie anbetrifft, so sei für die Ebene auf 
das Referat des Herrn E. Wölffing in Band 1 (3. Folge) der Biblio- 
theca Mathematica (S. 142 ff.) verwiesen. Es war anfangs beabsichtigt, 
dem vorliegenden Buche einen bibliographischen Anhang beizugeben, 
der im wesentlichen eine Weiterführung der Arbeit des Herrn Wölffing 
geworden wäre. Hiervon ist jedoch wieder Abstand genommen worden, 
weil die Literatur der natürlichen Geometrie z. T. in Zeitschriften ver- 
streut ist, die dem Leser nur schwer zu^mglich sein würden. Hätte 
der Herr Verfasser selbst eine Literaturübersicht geben wollen, so wäre 
er nur zu oft genötigt gewesen, seine eignen, für die natürliche Geo- 
metrie fundamentalen Arbeiten zu citieren. 

Den Herren E. Cesäro und E. Wölffing bin ich für die Teilnahme 
an der Leetüre der Correcturbogen zu Dank verpflichtet, ebenso der 
verehrlichen Verlagshandlung, die mich durch ihr stets bereitwilliges 
Entgegenkommen in hervorragender Weise unterstützt hat. Auf Wunsch 
der Verlagshandlung ist dem Buche ein ausführliches Sachregister bei- 
gefügt worden, das die Benutzung des Buches erleichtem soU. 

Leipzig, im April 1901. 

Dr. Gerhard Kowalewski. 
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An verschiedenen Stellen des Buches ist die Mehrzahl des Wortes „Gosinus^^ 
überflüssiger Weise mit einem ' versehen. 

Statt „Cardioide" ist besser zu schreiben „Eardioide^S 



Bemerkung. 

Die auf Seite 64 ff. behandelten Gurven, zu welchen Sinusspiralen und 
Ribaucour'sche Gurven als ganz specielle Fälle gehören, sind nach einem Vorschlag 
von Herrn Wolf fing Gesäro^sche Gurven zu nennen. 



Erstes Kapitel. 
Natttrliehe Diseussion der ebenen Curven. 



§ 1. Tangente und Normale. 

Es seien M und M' zwei Punkte einer ebenen Gurre. Man halte 
M fest und lasse M' längs der Curve nach M hinrücken. Wenn dabei 
die Gerade MM' einer Grenzlage zustrebt^ 
so erhält sie in dieser den Namen Tan- 
gentC; und die in M auf der Tangente 
errichtete Senkrechte heisst die Normale 
der Curve in M. Wir werden immer vor- 
aussetzen^ dass man bei gegebenem M den 
Punkt M' so nahe an M wählen kann^ 
dass der Bogen MM' in jedem Punkte 
eine Tangente besitzt und überdies der 
Winkel tpy den die Tangente in M mit 
einer festen Geraden bildet^ immer in dem- 
selben Sinne variiert, wenn M sich M' unbegrenzt nähert. Unter diesen 
Bedingungen ist klar, dass die Länge ds des Bogens MM' einerseits 
grösser ist als die der Sehne MM'y andrerseits aber kleiner als die 
Simime der Abstände u und v des Punktes M' von der Normale und 
der Tangente in M. Man hat demnach 

und da nach der Definition der Tangente 




Fig. 1. 



(1) 



lim- = 



ist, wenn M' nach M hinrückt, so hat man gleichzeitig 
(2) 



lim^=l. 



In der Folge werden wir als unabhängige Veranderliche immer die 
Länge s des Bogens OM annehmen, die wir in einem gegebenen Sinne 

Gesiiro, natürl. Geometrie. 1 
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von einem unter den Punkten der Curve beliebig gewählten Anfangs- 
punkte rechnen. Wird demgemäss als unendlich klein Ton erster 
Ordnung das Increment festgesetzt, welches s beim Übergänge von M 
zu M' erhält; d. h. die Länge ds des Bogens MM', so ersieht man 
aus (2); dass man beim Aufsuchen der Grenzwerte von Verhältnissen 
äs durch u ersetzen darf; femer zeigt die Formel (l), dass v eine 
unendlich kleine Grösse von höherer Ordnung ist. Demnach ist unter 
den unendlich vielen durch M hindurchgehenden Geraden die Tan- 
gente durch den Umstand charakterisiert, dass ihre Ent- 
fernungen von den zu M unendlich benachbarten Curven- 
punkten unendlich klein von höherer Ordnung sind. 

§ 2. Eriunmung. 

Wir wollen annehmen, dass, wenn M' nach M hinrückt, gleich- 
zeitig auch der Schnittpunkt N der beiden Normalen in M und M' 
einer Grenzlage C zustrebt. Der Punkt C heisst das Erümmungs- 
centrum und seine Entfernung von M, in einem gegebenen Sinne 
gerechnet, ist der Krümmungsradius, welchen man mit q zu be- 
zeichnen pflegt. Da es natürlich ist, den infinitesimalen Bogen MM' 
mehr oder weniger gekrümmt zu nennen, je nachdem der Punkt N 

mehr oder weniger nahe an M liegt, so wird man dazu geführt — 
als Mass der Krümmung anzunehmen. Inzwischen hat man 

MC = lim MN = lim (v -\- u cot dfp) = lim t- ; 
mithin ist 

(3) 7 = 1-^. 

Man kann also die Krümmung auch betrachten als den Grenzwert des 
Verhältnisses des Winkels S(p zu dem Bogen Ss, Offenbar variiert q 
im allgemeinen von einem Curvenpunkte zum andern, d. h. die Krüm- 
mung ist eine Function des Bogens, und wir werden sehr bald 
sehen, dass die Kenntnis dieser Function genügt, um die Gestalt der 
Curve zu bestimmen, nicht aber, um ihre Lage in der Ebene zu 
fixieren. Aus diesem Grunde nennt man die Relation 

welche in jedem Punkte einer Curve zwischen s und q besteht, die 
natürliche Gleichung dieser Curve. 



§ 2. ErOmmung. § 8. § 4. 3 

§3. 

Auch der Winkel (p ist eine Function von s, und die Gleichung (3) 
sagt uns^ dass die Krümmung gerade die Ableitung dieser Function 
ist. Daraus folgt^ wenn die Winkel tp Ton der Tangente in dem (will- 
kürlichen) Anfangspunkte der Bogen gerechnet werden. 






vorausgesetzt, dass. das Integral einen Sinn hat. Dies wird sich bei 
denjenigen Curven, deren Betrachtung wir im Auge haben, immer er- 
reichen lassen. Es wird nämlich genügen, den Anfangspunkt so 
nahe an Jlf zu wählen, dass in jedem Punkte des Bogens OM die 
Tangente existiert. Die Function tp ist für die Discussion der ebenen 
Gurven, die durch ihre natürUche Gleichung gegeben sind, von grosser 
Wichtigkeit. Wenn mit der Annäherung von s an eine bestimmte 
endliche oder unendliche Grenze q> unendlich gross wird, so existiert 
in dem entsprechenden Punkte M keine Tangente mehr. Wir werden 
immer voraussetzen, dass dies nur in isolierten Punkten eintritt. 

§4. 

Wir wollen für einen Augenblick den Anfangspunkt der Bogen 
nach M verlegen und M^ in genügender Nähe von M wählen, um 
auf dem Bogen MM' jeden Punkt mit unbestimmter Tangente auszu- 
schliessen. Beachtet man, dass 

/,v du dv 

(4) _ = cos9), ji = 8m9) 

ist, so liefert die Bagd von l'Hospital ohne weiteres 

(5) Um^. = 4-li°» — = ^, 

^ ^ u* 2 u 2q^ 

wenn M' nach M hinrückt. Demnach ist der Abstand der zu M un- 
endlich benachbarten Gurvenpunkte von der Tangente in Jf im allge- 
meinen unendlich klein von zweiter Ordnung. Er wird dagegen un- 
endlich klein von einer höheren oder niedrigeren Ordnung als der 
zweiten, wenn die Krümmung null bezw. unendlich ist. Femer ist 
zu bemerken, dass bei gegebener natürlicher Gleichung und nach Be- 
rechnung von tp die Integration der Formeln (4) u und v als Func- 
tionen von s liefert und jeden beliebigen Bogen der Gurve zu con- 
struieren gestattet, der keine Punkte mit unbestimmter Tangente 
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enthält. Auf diese Weise ist gezeigt^ dass die verscliiedeiien Stücke 
einer Curve, welche nur an den Endpunkten keine bestimmte Tangente 
besitzen^ in ihrer Gestalt durch die natürliche Oleichung bestimmt 
sind, während dagegen ihre Lage zueinander, sowie die Lage der 
ganzen Curve in der Ebene willkürlich bleibt. 



§ 5. Beispiele. 

a) Wenn die Erümmung in jedem Punkte null ist, so hat man 9 = 0, 
M = 5, V = 0, mithin ist die Curve eine Gerade. Man findet allgemeiner 
einen Kreis vom Eadius a, wenn ^ = a ist. In der That ist dann 

8 ,8 / 8\ 

q) = — , t«=sasin — , t; = al 1 — cos — i, 

und man erkennt ohne weiteres, dass alle Pimkte der Curve von dem ein- 
zigen Erümmungscentrum um a entfernt sind, und dass in diesem alle 
Normalen zusammenlaufen. Im besondem kann man ^ = als die natür- 
liche Gleichung eines isolierten Punktes betrachten. Eine beliebige Glei- 

chimg, welche nur -die Variable q enthält, stellt 
ein System von Punkten und von Kreisen dar, 
die reell oder imaginär sind. 

b) Als Eettenlinie bezeichnet man die 
durch die Gleichung 




g = a + 



a 



dargestellte Curve. Im Anfangspunkte der 
Bogen ist ^ = a. Wenn femer s unbegrenzt 
zunimmt, so wächst auch g beständig bis ins Unendliche, während 



(6) 



von bis 



rds 



arc tg 



8 

a 



n 



wächst. Die Tangente strebt also einer zu ihrer Anfangslage 
senkrechten Stellung zu und rückt dabei ins Unendliche, da 



u 



= «/^ = »io«*^(f + f) 



mit s unendlich zunimmt. Dasselbe findet für negatives s statt: die Curve 
ist offenbar symmetrisch inbezug auf die Normale im Anfangspunkte. Die 
Parallele, welche im Abstände a zu der Tangente im Anfangspunkte derart 
gezogen ist, dass sie die Curve nicht trifft, heisst die Directrix. Nun ist 



/sin qp - a 

V = a I — r^ dw = 

J cos* q> ^ cos (p 



a. 



§ 5. Beispiele. § 6. Wendepunkte und Spitzen. 5 

Bedeutet also P die Projection von M auf die Directrix, so ist die Pro- 

jection von MP auf die Normale beständig gleich a. Da sich 

überdies aus (6) s = aigq> ergiebt, so ist die Projection von MP auf 

die Tangente gleich dem Bogen OM. Bemerkt man endlich, dass 

Q cos^ 9 = a ist, so sieht man, dass das Krümmungscentrum in M 

inbezug auf M symmetrisch ist zu dem Punkte, in welchem die 

Normale die Directrix schneidet. 

c) Bei der Kettenlinie gleichen Widerstandes, einer Curve, die 

durch die Gleichung? 

„ / i. _^\ 

definiert wird, führt die Berechnung von q> zu den Formeln 

^ = S^' « = «logtg(f + f), 

aus welchen man ersieht, dass q und q> mit s variieren wie bei der Ketten- 
linie. Ausserdem zeigt die erste Formel, dass die Projection des Krüm- 
mungsradius auf die Normale im Anfangspunkte der Bogen constant ist. 

Zu beachten sind auch die Formeln w = ay, v = a log — , welche man 

durch Integration der Gleichungen (4) erMlt. 

§ 6. Wendepunkte und Spitasen, 

Kehren wir wieder zu der Formel (5) zurück, um folgende Be- 
trachtung anzustellen: Wenn in einem Punkte M die Krümmung einen 
endlichen, von Null verschiedenen Wert hat, so liegt die Curve (in 
der Umgebung von M) ganz auf einer Seite der Tangente. Denn 
beim Hinrücken von M' nach M nimmt t?, welches auch das Vor- 
zeichen von u sein mag, schliesslich das Vorzeichen von q an und be- 
hält dasselbe. Wir wollen jetzt aber annehmen, die Bogenlängen seien 
von M aus gerechnet und q convergiere nach Null oder wachse un- 
begrenzt wie die w-te Potenz von s. Dies wird immer eintreten, wenn 
zwischen s und q eine algebraische Relation besteht, in welchem 
FaUe man überdies behaupten kann, dass n rational ist. Nun hat 
man unter der Annahme t» < 1 

(7) lim ^ == ^ lim -^ = — -^^^ .Um^<0, 

und man erkennt aufs neue, dass zwischen der Curve und der Tan- 
gente eine Berührung höherer Ordnung als gewöhnlich besteht, wenn 
(f unendlich ist {n < 0), und eine Berührung niedrigerer Ordnung, 
wenn q gleich Null ist (0 < n < 1). In beiden Fällen hat die Curve 
in der Umgebung des betrachteten Punktes das gewöhnliche Aussehen, 
wenn n der Quotient einer geraden Zahl durch eine ungerade Zahl ist. 
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Wenn dagegen n der Quotient von zwei nngeradeD Zahlen ist, so 
wechselt v gleichzeitig mit u sein Zeichen, d. h. die Gnrve durchsetzt 
in M die Tangente, und dies erkennt man auch in directerer Weise 
durch die Bemerkung, dass q mit s sein Zeichen wechselt. In diesem 
Falle nennt man den Punkt M einen Wendepunkt oder Inflezions- 
punkt. Wenn hingegen n der Quotient einer ungeraden Zahl durch 
eine gerade Zahl ist, so darf die infinitesimale Grösse u nur positive 
Werte annehmen. Für jeden derselben nimmt v zwei Werte mit ent- 
gegengesetzten Zeichen an. Die Curve existiert also nur auf einer 
Seite der Normale und besitzt dort zwei Zweige, welche durch die 
Tangente voneinander getrennt werden. Man sagt in diesem Falle, 
dass in M eine Spitze vorhanden oder dass M ein Rückkehrpunkt 
sei. Spitzen und Wendepunkte können demnach nur für diejenigen 
Werte von s auftreten, welche Wurzeln der Oleichungen 

sind, und es ist nützlich, zu bemerken, dass, wenn man nur die ein> 
fachen Wurzeln in Betracht zieht, die erste Oleichung die Spitzen, die 
zweite die Wendepunkte liefert. 



§ 7. Asymptoten. 

Wenn mit unendlich zunehmendem s die Function (p sich einem 
endlichen Grenzwerte a nähert, so kann sich die Krümmung nicht 
einem von Null verschiedenen Grenzwerte nahem. Lässt man nämUch 
die Existenz eines solchen Grenzwertes zu, so ist 

(8) = Um ^-5^=^ = lim (9 — a + -) = lim -• 

Man hat also einen Berührungspunkt höherer Ordnung, dessen Goordi- 
naten inbezug auf die Tangente und Normale in einem beliebigen 
Punkte (welcher jedoch derart gewählt sein muss, dass tp endlich bleibt) 
durch Integiation der Gleichungen (4) gewonnen werden: 

a a 

u =Jq cos q>dq>f v == /p sin q>dq>. 


Es ist möglich, dass die vorstehenden Integrale unendlich sind, und in 
diesem Falle liegt der betrachtete Punkt im unendlichen, aber die 
Tangente der Curve in jenem Punkte ist vollkommen bestimmt durch 
den Winkel a und durch ihre Entfernung vom Anfangspunkte 



§ 7. Asymptoten. 



a 



^ = M sin a — V cos cc = I q sin (a — (p)d<p^ 



welche einen bestimmten Wert haben kann. Die so erhaltene Gerade^ 
die Grenzlage der Tangente in einem Punkte M, welcher längs eines ge- 
gebenen Zweiges der Gurve ins Unendliche fortrückt^ nennt man Asymp- 
tote. Man beachte nunmehr^ dass die letzte Formel den Wert der 
Entfernung q kennen lehrt, welche die Asymptote von einem beliebigen 
Punkte der Gurve hat. Nimmt man an, dass dieser Punkt sich rück- 
wärtsschreitend nach dem nächstli^enden Punkte hinbewegt, in welchem 
9 unendlich wird,, so transformiert sich der Ausdruck für q in 



OD 



J Q sin (a — ^)dq> =Jq siii ^rf^, 



00 



wenn a — q) = tl; gesetzt wird. Berechnet man also 



*-ßi 



und bestimmt q als Function von ^, so wird die gesuchte Entfernung 
gegeben sein durch die Formel 



(9) 



09 

2 = /(> sin ^d^. 



Wenn man dagegen annimmt, dass der Punkt auf demselben Gurven- 
zweige, der bereits von dem Berührungspunkte durchlaufen wurde, nun 
seinerseits ins Unendliche fortrückt, so ist klar, dass a nach Null con- 
vergiert, und dasselbe kann man daher von q sagen, d.h. die Ent- 
fernung des auf der Gurve beweglichen Punktes von der 
Asymptote convergiert nach Null. Wir wollen endlich bemerken, 
dass infolge von (8) die Asymptote nur existieren kann, wenn q gleich- 
zeitig mit s unendlich gross wird, und zwar von einer höheren Ord- 
nung. Findet man, dass die Ordnung gleich dem Quotienten einer 
ungeraden Zahl durch eine gerade Zahl ist, so kann 
man sagen, die Gurve verhalte sich im Unendlichen 
wie in der Umgebung eines gewöhnlichen Punktes. 
Sie hat also zwei Zweige, welche in entgegengesetztem 
Sinne ins Unendliche verlaufen, und zwar auf einer 
und derselben Seite der Asymptote. Wenn dagegen 
die Ordnung gleich dem Quotienten einer geraden 
oder ungeraden Zahl durch eine ungerade Zahl ist, so werden die 
beiden Zweige durch die Asymptote voneinander getrennt und verlaufen 



\ I 










Fig. 8. 
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in entgegengesetztem oder in demselben Sinne. Man hat in dem ersten 
Falle eine Inflezionsasymptote nnd im zweiten eine Cuspidal- 
asjmptote. 

§ 8. Beispiele. 

a) Die durch die Gleichung q^ = 2as dargestellte Curve hat im An- 
fangspunkte einen Eückkehrpunkt. Dann imikreist sie den Anfangspunkt in 

einer unendlichen Zahl von Windungen, die immer 
schwächer gekrümmt sind und ins Unendliche ver- 
laufen. Man hat in der That q = atp und sieht 
also, dass q und 9, welche mit s verschwinden, 
gleichzeitig mit s unbegrenzt zunehmen. Der Abstand 
eines beliebigen Curvenpunktes von der Cuspidal- 
tangente ist 




V = al q> 



sin (pdq> = a(sin q> — q) cos g>) . 

Also ist der Abstand des Krümmungscentmms von derselben Geraden a sin 97, 
und demnach liegen die Erümmungscentra auf einem Kreise vom 
Eadius a. Da überdies MC gerade gleich dem Kreisbogen OC ist, so 
kann man sich die Curve von dem einen Ende eines lun den Kreis ge- 
wickelten unausdehnbaren Fadens beschrieben denken, während das andre 
Ende festgehalten und der Faden unter fortwährender Spannung abgewickelt 
wird. Aus diesem Grunde giebt man der betrachteten Curve den Namen 
Kreisevolvente. 

b) Nehmen wir wieder die beiden Kettenlinien (§ 5, b, c), so können 
wir bemerken, dass zwar bei beiden q und 9 mit s in derselben Weise 
variieren, dass aber bei der ersten u mit s unendlich wird, während man 

bei der zweiten limw = i— Tca hat, wenn s nach d: cx> convergiert. 

Demnach besitzt die Kettenlinie gleichen Widerstandes zwei parallele Asymp- 
toten und ist ganz enthalten in dem Streifen von der Breite jta^ den diese 
in der Ebene bestimmen. y-^ 

c) Tractrix nennt man die durch die Gleichung g = aV e^ — 1 
definierte Curve. Nimmt man s unendlich klein an, so erkennt man sofort, 
dass sich diese Curve in der Umgebung des Anfangspunktes ebenso verhält 

wie die Kreisevolvente, welche durch die Gleichung q ==]/2as dargestellt 

wird. Wenn aber s ins Unendliche wächst, so nähert sich der Winkel q> 

ff 
beständig wachsend dem Grenzwerte — , weü ^ =' a tg 9 ist. Da nun 

9 



== / ^ cos g?(?g? = a(l — cos 9) 



u 
ö 



nach a convergiert, so sieht man, dass in der Entfernung a von der Spitze 
und senkrecht zur Cuspidaltangente eine Asymptote existiert. Überdies ist 
nach der zweiten der gefundenen Formeln der Abschnitt der Tan- 
gente, welcher zwischen dem Berührungspunkte und der Asymp- 



§ 8. Beispiele. 



tote liegt, beständig gleich a. Die erste Formel führt zu einer ein- 
fiaehen Construction des Krünunungscentroms. Sie zeigt nämlich, dass die 
Projection des Erümmungscentrums auf die 
Asymptote in den Schnittpunkt dieser mit der 
Tangente fällt. Um endlich den beiden Bestim- ^ 
mungen Rechnung zu tragen, welche q für jeden Wert 
von s hat, muss man sich die Gurve vorstellen als be- 
stehendaus zwei imendlichen Zweigen, welche symmet- 
risch inbezug auf die gemeinsame Guspidaltangente liegen, 
d) Sehr wichtig ist die Gurvenclasse, welche durch 
die Gleichung , , 




a' 



Fig. 6. 



definiert wird. Dieser Gleichung' genügt man, indem man s =: a sin d, 

^ =: & cos 9 setzt, so dass 9? = -r-Ö ist. Ein Bogen von der Länge 2 a, 

der inbezug auf den Anfangspunkt symmetrisch ist, liegt ganz innerhalb 
des Kreises vom Badius &, welcher ihn in jenem Anfangspunkte {ß = 0) 

berührt, und er endigt in zwei Spitzen (6 = ± —) • Inbezug auf die 

Tangente und die Normale im Anfangspunkte sind die Coordinaten einer 
Spitze ^ 



u 



="/ 



cos 



cos dO = — 



na 

^,_^, COSgJ, 



V = a j am -, 



■r- COS ö dO = — 5 Ti 

ar — o' 






Die Cuspidaltangenten treffen sich also in einem Punkte P, der die Ent- 
fernung t__yt bezw. g_^,, von den Spitzen und vom Anfangspunkte hat. 

et b^ 
Der um P als Centrum mit dem Eadius -i — r« beschriebene Kreis heisst 

ar — 6* 

die Directrix (Leitkreis). Um dem Zeichenwechsel Bechnung zu tragen, 
den 9 erleidet, wenn s gleich a wird, muss man sich die Gurve als be- 
stehend aus mehreren Bogen denken, die einander in den Spitzen berühren. 






Der Ort der letzteren ist gerade die Directrix. Jenachdem a > 5 oder 
a < 5 ist, liegt die Gurve ausserhalb oder innerhalb der Directrix. Im 
ersteren Falle nennt man sie eine Epicycloide (Fig. 6), im zweiten eine 
Hypocycloide (Fig. 7). Besonders bemerkenswert ist die Gycloide (Fig. 8.) 
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Sie wird dargestellt durch die Gleichung 5* -f- 9* = a* und ist sozusagen 
die Curve, welche zwischen den Hjpocjcloiden und den Epicycloiden steht. 
Ihre Directrix ist geradlinig. 

Im allgemeinen ist die Zahl der Spitzen unendlich. Aber bei den- 
jenigen cycloidalen Curven, welche man gewöhnlich zu betrachten hat, ist 
das Verhältnis a : h rational, und diesem Umstände ist es zu danken, dass 
die Spitzen in eine bestimmte endliche Zahl von Punkten fallen, welche 
die Ecken eines regulären Polygons bilden. Diese können von einem Punkte, 
der die Curve continuierlich durchläuft, in derselben Reihenfolge getroffen 
werden, wie sie auf dem Leitkreise liegen. Es kann aber auch vorkommen, 
dass der bewegliche Punkt die Spitzen in einer andern Beihenfolge nach- 
einander erreicht, und dann hat man eine sternförmige cjcloidale Curve. 
Die einfachsten Epicycloiden sind diejenigen, welche nur eine Spitze haben. 
Soll der bewegliche Punkt, von der Spitze A ausgehend, nach A zurück 
kehren, ohne eine andre Spitze getroffen zu haben, so muss der Winkel 
zwischen den positiven Bichtungen der Cuspidaltangente und der Tangente 

im Anfangspunkte, d. h. -^, gleich einem ungeraden Vielfachen (aber min- 
destens dem Dreifachen) von — sein. Im einfachsten FaUe muss a = 35 

sein, und dann hat man die Cardioide (Fig. 9 links), welche also durch 
die Gleichung s*-f- 9^*= Const. dargestellt wird. Allgemeiner stellt, wenn 








Pig. 0. Pig. 10. 

n eine ungerade Zahl ist, die Gleichung 5*+ n^Q^= Const. eine Epicydoide 
mit einer Spitze dar, welche für n = 5, 7, 9, ... eine immer compliciertere 
sternförmige Cardioide wird. Die einfachsten Hypocycloiden sind die- 
jenigen, welche drei oder vier Spitzen haben (vgl. Fig. 10). Bei ihnen ist 

der Winkel 7t r- der dritte oder der vierte Teü von 2«, und man hat 

denmach 6 == 3a fOr diejenigen mit drei Spitzen und 5 = 2a für die 
andern. Die Hypocycloide mit drei Spitzen wird also durch die Gleichung 
95* + 9* = Const. dargestellt und diejenige mit vier Spitzen, welche man 
auch Astroide nennt, durch die Gleichung 4s* -|" ^* = Const. Für den 
FaU von fünf Spitzen (Fig. 10 rechts) hat man ausser der Hypocycloide 
25 s* + 9^* = Const. auch noch die sternförmige Hypocycloide 25 s* + 9* 
= Const. u. s. w. 

e) Pseudocycloiden sind die Curven, welche dargestellt werden 
durch die Gleichungen 

s* — ^* = a*, ^* — s* = a*, 

denen man genügt, indem man 
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setzt, wo q> die gewöhnliche Bedeutung hat. Die erste Curve hat eine 
Spitze (9 = 0, 5 = a), in deren Umgebung sie sich verhalt wie die Evol- 
vente eines Kreises vom Badius a in der Umgebung ihrer Spitze. Die 




Fig. 11. 

zweite verhält sich dagegen in der Umgebung des Anfangspunktes (97 :== 0, 
Q =s a) wie eine Kettenlinie gleichen Widerstandes. Beide Curven machen 
mit zunehmendem s unendlich viele Windungen, welche sich ins Unendliche 
ausdehnen und die von einem Punkte ausgehenden Geraden immer genauer 

unter dem Winkel — schneiden. In der That hat man bei geeigneter Wahl 

des Anfangspunktes P der Coordinaten u und v fCLr einen beliebigen Punkt 

w =5 "ä" (5 cos 9 + ^ sin 9) , t? = Y (^ sin 9 — ^ cos 9) . 

Es folgt daraus, dass die Pseudocycloide mit Spitze die Badienvectoren 

unter einem Winkel trifft, welcher von bis -r wächst, während fOr 

4 

die andre derselbe Winkel von ~ bis -r- abnimmt. Ausserdem sind die 

Z 4 

Projectionen des Eadiusvectors PM auf die Tangente und auf 
die Normale in M bezüglich gleich der Hälfte des Bogens s und 
der Hälfte des Krümmungsradius in M, 



§ 9. Asymptotisohe Funkte. 

Wir haben noch diejenigen Wurzeln von q zu betrachten, für 
welche die Function 9 unendlich gross wird. In dem Punkte Jf , der 
einer dieser Wurzeln entspricht^ existiert keine Tangente. Eine solche 
existiert aber nach den von uns gemachten Voraussetzungen in einem 
Punkte. M% der in genügender Nähe von M liegt, und in allen da- 
zwischen liegenden Punkten. Wenn M' nach M hinrückt^ so führt 
die Tangente in M' unendlich viele Umdrehungen immer in demselben 
Sinne aus und wird schliesslich unbestimmt. Die Gurve wickelt sich 
also unbegrenzt um den Punkt M herum ^ welcher aus diesem Grunde 
ein asymptotischer Punkt heisst, obwohl er von Jf' auch nach 
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einem endlichen Wege erreicht werden kann. Die Coordinaten eines 
solchen Punktes berechnet man durch Integration der Formeln (4). 
Diese liefern^ wenn man tp als Integrationsvariable annimmt^ 



OD 00 



(10) u = /(> cos fpd^ , V =J Q sin q>dq> , 



vorausgesetzt, dass man den Anfangspunkt so wählt, dass (p im Verlauf 
der Integration endlich bleibt, d. h. dass zwischen dem Anfangspunkte 
und dem betrachteten Punkte keine andern Punkte mit unbestimmter 
Tangente existieren. Man kann sofort das Vorhandensein eines asymp- 
totischen Punktes in M constatieren, wenn sich nach Verlegung des 
Anfangspunktes der Bogen nach M herausstellt, dass q gleichzeitig mit 
s unendlich klein wird, aber von einer Ordnung, die nicht kleiner als 
1 ist. Alsdann hat man in der That anstatt (7) 

lim ,— ^ = lim — ^ 0, 
log« Q ^ ' 

und für n > 1 



lim g>s»~^ = 7 lim — ^ 0, 



d. h. q) wird unendlich, wenn s und q nach Null convergieren. Da- 
gegen haben wir für w < 1 gesehen (§ 6), dass die Tangente be- 
stimmt ist. 

§ 10. Asymptotische Kreise. 

Um alle Fälle von Punkten mit unbestimmter Tangente zu be- 
rücksichtigen, müssen wir alle endlichen oder unendlichen Werte von 
s suchen, für welche die Function <p unendlich wird. Da nun, wenn 
der Anfangspunkt nach M verlegt wird, 

lim ~ = lim — 

8 Q 

ist, falls das zweite Olied existiert, so ersieht man, dass für die end- 
lichen Werte q verschwindet, dass diese also asymptotischen Punkten 
entsprechen. Nur wenn s zusammen mit q> unbegrenzt zunimmt, kann 
es vorkommen, dass q sich einem von Null verschiedenen Grenzwerte 
a nähert. Alsdann windet sich die Curve, anstatt sich um einen Punkt 
herumzuwickeln, asymptotisch um einen Kreis vom Radius a, und zwar 
innerhalb oder ausserhalb desselben, je nachdem der absolute Betrag 
von Q sich oberhalb oder unterhalb seines Grenzwertes hält. Es kann 
aber auch vorkommen, dass die Curve sich schliesslich ohne Ende um 
die Kreisperipherie schlängelt, was dann eintritt, wenn q unaufhörlich 



§ 10. Asymptotische Kreise. § 11. Beispiele 
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um seinen Grenzwert heram osciUiert. Im folgenden werden wir sehen, 
dass der Mittelpunkt des asymptotischen Kreises die Grenzlage ist, 
welcher das Erümmungscentrum in M zustrebt, wenn sich M auf der 
Gurve vom Anfangspunkte der Bogen unendlich entfernt. Man muss 
also, um die Goordinaten jenes Mittelpunktes zu finden, anstatt der 
integrierten Formeln (4) die beiden folgenden benutzen: 

9 9 

u = /cos fpds — (» sin 9) , v = /sin (pds + q cos q>. 


Folglich ist in der Grenze 



(11) 



u 



00 00 



Die asymptotischen Kreise enthalten offenbar die asjrmptoti&iphen Punkte 
als Specialfall, und man yerificiert übrigens leicht durch partielle Inte- 
gration, dass die Formeln (11) sich auf die Formeln (10) reducieren, 
wenn q für unendlich grosses q> nach Null convergiert. A priori 
klar ist es, dass nur bei der Herumwicklung um einen Punkt die 
Windungen einer Gurve so eng werden können, dass sie den genannten 
Punkt nach einem endlichen Wege erreicht. Wenn femer q und q> 
zusammen mit s unbegrenzt zunehmen, so ist auch der asymptotische 
Kreis unendlich gross, und dies kann man so ausdrücken, dass man 
sagt, die Curve wickele sich asymptotisch um den unendlich fernen 
Punkt. Man kann z. B. sagen, dass die Kreisevolvente und die Pseudo- 
cycloiden (§ 8, a^ e) im Unendlichen einen asjrmptotischen Punkt haben. 



§ 11. Beispiele. 

a) Der Krümmungsradius der durch die Gleichung q = ae^ dar- 
gestellten Gurve nimmt beständig zu von Null bis Unendlich, 
wenn s das ganze System der reellen Zahlen wachsend durch- 
läuft. Der Winkel 



OD 



/da a 
7 = 7 




Fig. 18. 



nimmt dagegen ab von Unendlich bis Null. Die Gurve besitzt 

demnach einen asymptotischen Punkt (s = — 00) und eine Asymptote 

(s =: 00), die von einander um 



00 
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entfernt sind. Die Curve ist geometrisch definiert durch die Eigenschaft 
^1/; = a: auf dem Kreise mit dem Gentnim (7, der durch M hindurchgeht, 
schneidet die von C auf die Asymptote gefällte Senkrechte von 
M aus einen Bogen von constanter Länge ab. 

b) Eine lineare Gleichung zwischen s und q lässt sich, wenn sie die 
beiden Veränderlichen wirklich enthält, immer auf die Form ^ = Ä5 bringen, 
indem man als Anfangspunkt der Bogen den Punkt wählt, in welchem q 
verschwindet. In diesem Punkte wird die Function g>, die proportional log 5 
ist, unendlich. Der Anfangspunkt der Bogen ist also ein asymptotischer 
Punkt der Curve. Von ihm ausgehend wird der Krümmimgsradius immer 
grösser und wächst ebenso wie q> gleichzeitig mit dem Bogen unbegrenzt. 
Die Curve umkreist demnach den Anfangspunkt in einer unendlichen Zahl 
von Windungen, die sich ins Unendliche ausdehnen, wo sie einen zweiten 
asymptotischen Punkt besitzen. Diese merkwürdige Curve nennt man 
logarithmische Spirale, und der im Endlichen gelegene asymp- 
totische Punkt heisst der Pol der Spirale. Eine homogene Gleichung 
zwischen s ynd g stellt ein System von reellen oder imaginären loga- 
rithmischen Spiralen dar imd auch von Punkten oder von Kreisen: diese 
sind, wie man im folgenden noch besser einsehen wird, Grenzfalle der 
logarithmischen Spirale, welche den Werten Null und Unendlich von k 
entsprechen. 

c) Die Eigenschaften der logarithmischen Spirale leitet man mit 
Leichtigkeit ab aus den auf den Pol bezogenen Ausdrücken f£ür u und t?, 
die man fOr einen beliebigen Punkt der Curve berechnet. Man erhält ohne 
weiteres 

— oo —CO 

u =>ks I 6*^008 g>dg> = — , ,, , v = ks 1 e^^ sin q>dq> = , ,, « 

Daraus folgt Ä == cot ö, wenn man mit den spitzen Winkel bezeichnet, 
den die Spirale in M mit dem Eadiusvector OM bildet. Die loga- 
rithmische Spirale trifft also alle vom Pol ausgehenden Ge- 
raden unter einem constanten Winkel. 
Wir werden im folgenden sehen, dass diese 
Eigenschaft die logarithmische Spirale charak- 
terisiert, vorausgesetzt, dass man die Werte 

imd — von ausschliesst, welchen die (Je- 

raden und die Kreise entsprechen, und dass man 
überdies den Pol im Endlichen wählt. Inzwischen 
hat man 

ks 




Fig. 14. 



• Yu^ -f- v^ = , ,, = 5 cos Ö = ^ sin ö . 



Die in auf dem Eadiusvector OM errichtete Senkrechte trifft 
also die Normale in dem Krümmungscentrum und schneidet auf 
der Tangente von Jf aus eine Strecke ab, die gleich der Länge 
des Bogens OM ist Auch dies sind (wie wir sehen werden) charakte- 
ristische Eigenschaften der logarithmischen Spirale. 
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d) Elothoide nennt man die durch die Gleichung sq = a^ definierte 

Curve. Hier ist die Function tp proportional s*. Sie ist endlich für 
5 = 0, wo Q unendlich ist, und unendlich für 

s = ± oo , wo ^ = ist. Also ist der Anfangs- ^ 

punkt der Bogen ein Inflexionspunkt. Von ihm «•- -^^ 

ausgehend wird die ErOmmung nach beiden Seiten ! ,'' ;/ 

hin immer stärker, so dass die Curve sich asympto- • 'V*x^ 

tisch um ihre beiden Endpunkte wickelt, welche sym- ^^^^"^/^ ' 

metrisch inbezug auf den Anfangspunkt liegen. Da )( / \ 

7 = 2^" ^ = T = ±y^ 

ist, so sind die Coordinaten eines asymptotischen Punktes inbezug auf die 
Tangente und die Normale im Anfangspunkte 



QO 



a /'cos « _ a r%\S!L w _ 



Bemerkt man nun, dass 

« 1 



ist, so findet man sofort w=rt; = -g-y^- -^^^ beiden asymptotischen 

Punkte sind also gegenüberliegende Ecken eines Quadrates, welches dem 
Kreise mit dem Eadius a gleich ist. 

e) Betrachten wir allgemeiner die Curven, deren Krümmung einer 
Potenz des Bogens proportional ist. Schreibt man ihre Gleichung in 
der Form q => ks^^ so findet man für n == 1 die logarithmische Spirale 

wieder, für w = — 1 die Klothoide, für w — — die Kreisevolvente. Lässt 

man den Fall w = 1 bei Seite, so sieht man sofort, dass (p wie 5*~** va- 
riiert, und es ist zweckmässig, dem Coefficienten ^, den man immer als 
positiv voraussetzen kann, die Form 

1 — n 

Ä==±^ — 

1 — n 

zu geben. Dies vorausgeschickt sei n zwischen und 1 enthalten imd sei 
der Quotient einer ungeraden Zahl durch eine gerade Zahl. Dann hat man 
Curven analog der Kreisevolvente, d. h. mit einer einzigen Spitze im An- 
fangspunkte der Bogen. Diesen umkreisen sie in immer weniger gekrümmten 
Windungen, welche asymptotisch den unendlich fernen Punkt umwickeln. 
Für die andern rationalen Werte von n, die zwischen und 1 liegen, hat 
die Curve zwar im Anfangspunkte mit der Tangente eine Berührung nied- 
rigerer Ordnung, verhält sich aber in ihm wie in einem gewöhnlichen 
Punkte oder erleidet daselbst eine Inflexion, so dass ihre allgemeine Form 
ganz verschieden von der der Kreisevolvente ist (vgl. Fig. 16). Ist n 
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negativ und gleich dem Quotienten von zwei ungeraden Zahlen, so hat 
man Curven analog der Klothoide, d. h. mit einer Inflexion im Anfangs- 
punkte der Bogen und mit zwei asymptotischen Punkten; ist aber n der 
Quotient einer geraden Zahl durch eine ungerade Zahl oder umgekehrt, so 
hat die Curve zwar mit der Tangente im Anfangspunkte eine Berührung 
^ — ^x-— --sv höherer Ordnung, verhält sich aber in demselben wie 

f f\ >> in einem gewöhnlichen Punkte oder besitzt daselbst eine 
[ \^J I Spitze, und sie hat als Ganzes keine Ähnlichkeit mehr 
^ ■ ' mit der Klothoide, obgleich jede ihrer Hälften der Hälfte 

o^Tx<i einerKlothoide gleicht (vgl. Fig. 17). 

/^ \ In jedem Falle erkennt man unter ^^^ ' ^g. 

.--- J Benutzung der Formeln (10), dass (*"',"*) 

/ü Hat AnfanoramiTiTH: diA "RnffAmiTncr — ^^ img f^ 




der Anfangspunkt die Entfernung 

rig. 16. \1 — *»/ Fig. 17. 

von den asymptotischen Punkten hat, und dass die Gerade, welche ihn mit 
jedem derselben verbindet, mn ^, _ . gegen die Tangente im Anfangs- 
punkte geneigt ist. Endlich hat man für n >- 1 wie bei der logarith- 
mischen Spirale (n = l) einen asymptotischen Punkt im Anfangspunkte 
der Bogen; der asymptotische Punkt im Unendlichen fällt aber fort, 

weil 9? nicht gleichzeitig mit s unendlich wird. Um zu 
i /-^^ 9.^ sehen, ob von dem unendlich fernen Punkte eine Asymptote 
V A ausgeht, genügt es, die Formel (9) zu benutzen und 

KW.12 darin zu setzen 



Fig. 18. ^ J 9 \ « / 



9 = ;rrit 



« -^^=i 



Man erhalt dann sofort die Entfernung von dem asymptotischen Punkte: 



00 



-^tß 



^sin rifd'iff. 



In der Umgebung der unteren Grenze verhält sich das Integral wie / 1(; ** "" ^ e^t/; - 

Also existiert die Asymptote im Endlichen nur für 



%J 



%) 



r 



I 

l w > 2 , und in diesem Falle findet man 



Fig. 19. Nimmt n unbegrenzt zu, so nähert sich die Curve der 

Ausartung in einen Punkt und eine Grerade, die in der 
Entfernung q = a voneinander liegen. Dies geschieht für jeden Zweig in 
folgender Weise: Der Bogen von der Länge a, dessen eines Ende in dem 
asymptotischen Pimkte liegt, zieht sich nach imd nach auf diesen Punkt 
zusanmien, während der übrigbleibende Curventeil sich schliesslich auf der 
Asymptote ausbreitet. 
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f) Analog der Eettenlinie (§ 5, b) sind die durch die Gleichung 



8' 



^ a 

dargestellten Curven, solange a und b entgegengesetzte Zeichen haben. Für 
& = — a findet man die Eettenlinie wieder, da es ja erlaubt ist, das 
Zeichen von q umzukehren. Für b ^ Jc^a erhftlt man 
dagegen die Pseudocatenarien. Wenn s dem absoluten . -M 
Betrage nach kleiner als ka ist, so findet man 



9 

/ads 1 , *a + « 




Ein erster Bogen, von der Länge 2ka^ wickelt sich 
also asymptotisch um seine beiden Enden. Er ist sym- 
metrisch inbezug auf den Anfangspunkt und liegt ganz innerhalb des 
Kreises vom Radius k^aj welcher die Curve im Anfangspunkte berührt Da 



s = Äa 






^ = 



4X;>a 



(e*9+e-*^)* 



ist, so sind die Coordinaten eines asymptotischen Punktes inbezug auf die 
Tangente und die Normale im Anfangspunkte 



u 



J(e*»+e-*v)« 



va 



e"-e 






V = ik*a C- 



sin tpdtp 



na 



(e*y+e-*y)» 



2(e"+e ") 



Es wickeln sich femer von den asymptotischen Punkten ab imd erstrecken 
sich ins unendliche zwei andere Zweige, die denjenigen der Spirale s^ ^= aq 
analog sind. Ihre Punkte entsprechen den Werten von 5, die grösser als 
ka oder kleiner als — ka sind. Für jeden Zweig ist die Bichtung der 
Tangente bestimmt durch den Winkel 



OD 

/ads 1 I s-^-ha 



Die beiden Zweige haben keine im Endlichen gelegene Asymptote, weü die 
Entfernung einer Asymptote von dem entsprechenden asymptotischen Punkte, 
die durch die Formel (9) gegeben wird. 






Ceiiro, natflrL Geometrie. 



2 
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ist. Andrerseits lasst sich constatieren, dass dieses Integral keinen end- 
lichen Wert hat, indem man bemerkt, dass es sich in der Umgebung 
der unteren Orenze wie log iff verluüt. Wie die beiden unendlichen Zweige 
in den asymptotischen Punkten mit dem endlichen Zweige zusammen- 
hängen, geht aus der vorhergehenden Discussion nicht hervor (und es kann 
auch nach dem, was am Ende des § 4 gesagt worden ist, nicht daraus 
hervorgehen). Aber es ist leicht zu sehen, dass sich die Curve in der 
Umgebung flbes jeden der asymptotischen Punkte verhält wie das Paar 
von logarithmischen Spiralen q^ = 4tJi^s^ in der Umgebimg des gemein- 
samen Pols. 

g) Pseudotractricen nennt man die durch die Gleichung 



= kaVl — e « 



definierten Curven. Diese Gleichung geht in der Umgebimg des AnÜEUigs- 

punktes in ^ = ky2a8 über. Die Pseudotractrix verhält sich also anfangs 
wie die Evolvente eines Kreises vom Eadius Js^a. Sie ändert aber bald ihr 

Verhalten, da q mit wachsendem s nicht unbegrenzt 
zunimmt, sondern sich vielmehr dem Grenzwerte ha 
nähert. Die Curve besitzt also, entsprechend den beiden 
Bestimmimgen von ^, zwei asymptotische Kreise. Da 
man, von der Cuspidaltangente aus gerechnet, 

hat, so liefern die Formeln (11) 




OD 



u 



- *¥ 



sin (pd(p 



na 



{^9 4. c-*<P)^ 



(IL — . ''X ' 



OD 



V 



= ± 4tk^a 



r cos ydqp 



= ± 



ita 






n 
Tk 



für die Coordinaten der Centra der asymptotischen Kreise. Die Strecke, 
welche auf der Cuspidalnormale von einem asymptotischen Kreise abgegrenzt 
wird, erscheint vom Gentrum aus unter einem Winkel, der nicht beliebig 
klein gewählt werden kann. Der genannte Winkel hat sein Minimum fär 
einen Wert von Ä;, der sehr nahe an 0,655 liegt. In diesem Falle sind 
die Abstände der Centra der asymptotischen Kreise von der Normale und 
Tangente an der Spitze Teile des Radius, die sehr nahe an den Werten 
0,663 und 0,439 liegen. 

h) Was für Curven werden dargestellt durch eine quadra- 
tische Gleichung zwischen 5 und ^, in welcher das Glied ^ nicht 
vorkommt? Wenn s^ fehlt, so lässt sich die Gleichung, wenn sie nicht 
ein Punktepaar darstellt, auf die Form ^ = as*-f- 26s + c zurückfahren 
und stellt Pseudocatenarien dar oder Curven, die der Kettenlinie analog 
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sind, je nachdem ac — h^ negativ oder positiv ist. Wenn 5^ nicht fehlt, 
so kann man der Gleichung immer die Form geben 



Q = b -{- ks -{- 



8 




Solange k von Null verschieden ist, hat der Wert von h keinen grossen 
Einfluss auf die Gestalt der Gurve im allgemeinen. Setzt man demgemäss 
^ sss 0, so ergiebt sich 

Wenn k positiv ist, so nimmt (p gleichzeitig mit s und q unbegrenzt zu. 
Ausserdem wird q auch im Anfangspunkte der Bogen unendlich, in dessen 
Umgebung sich die Curve verhält wie eine Klothoide (sq = a*) in der 
Nadibarschaffc des Inflexionspunktes. Die Gurve hat also im Anfangspunkte 
eine Inflexion und macht auf beiden Seiten desselben unendlich viele Win- 
dungen, welche nach und nach in eine logarithmische Spirale (q = ks) 

Übergehen. Der Krünmiungsradius nimmt seinen kleinsten Wert a'= 2a)/^ 
in zwei bestimmten Punkten Ä und Ä' an, und in der Umgebung eines 

jeden von ihnen verhält sich die Gurve wie eine Kettenlinie (^ = a' -|- 2k^ —A • 

Ist dagegen k negativ, so wird in den Punkten Ä 
und Ä' die Krümmung gleichzeitig mit q> imend- 
lich. Dies sind also asymptotische Punkte, und 
in der Unigebung eines jeden von ihnen verhält 
sich die Gurve wie das Spiralenpaar q^ = 4Ä:*5* 
in der Umgebung des gemeinsamen Pols. Ist end- 
lich k (aber nicht b) gleich Null, so stellt die ' " pig. 22. 
Gleichung eine Gurve dar, welche ausser einer 
Inflexion im Anfangspunkte ein Paar asymptotischer Kreise vom Badius b 
besitzt (einen inneren und einen äusseren), da offenbar, wenn s dem 
absoluten Betrage nach unendlich wächst, ^ nach b 
convergiert und andrerseits 

9' = y-f!log(l + ^) 

unbegrenzt zunimmt. Überdies wächst g> auch dann 

ins Unendliche, wenn $ sich dem Werte — -r- nähert 

Man hat also in endlicher Entfernung vom Anfangs- "~Vig. ss 

punkte einen asymptotischen Punkt, in dessen Um- 
gebung die Gurve sich verMlt wie das Spiralenpaar a^Q^ == 6*s* in der 
Umgebung des gemeinsamen Pols. 

i) Wenn femer das Glied q^ nicht fehlt, so lässt sich die Glei- 
chung im allgemeinen durch passende Wahl des Anfangspunktes auf eine 
der folgenden Formen zurückführen: 

Q = b'{-ks± kyc? — sS ^ = & + Äs ± kys^—c?, 

^ = b-\-ks±kys^'\-c?, 

2* 




20 Erstes Kapitel. Natürliche Discussion der ebenen Curven. 

In einem Ausnahmefall aber, nämlich dann, wenn die Glieder zweiten 
Grades ein vollständiges Quadrat bilden, kann man der Gleichung die 
Form geben 

Als ganz specielle Fälle (6 s» 0, Ä; = 0) findet man die Cycloide, die 
beiden Pseudocycloiden und die Ereisevolvente wieder. Wir wollen dem 
Leser die Mühe überlassen, zur Übung das Studium aller dieser Gurven zu 
Ende zu führen imd sie nach einer möglichst kleinen Zahl von Normal- 
typen zu classificieren. 



) 

1 



Zweites Kapitel 



Fandamentalformeln Ar die natflrliehe Analysici der ebenen Cnrven. 



§ 12. 




Fig. 24. 



Von jetzt an werden wir als Goordinatenaxen immer die Tangente 
und die Normale der Gurve in einem beliebigen Punkte M wählen. 
Es werde ein Punkt P betrachtet, der mit M 
beweglich ist: P' sei seine Lage, wenn sich der 
Anfangspunkt M nach M' verschoben hat; x und 
y seien die Goordinaten von P, x -{- dx und 
y -{- Sy diejenigen von P' inbezug auf die Axen 
mit dem Anfangspunkte Jlf. Im allgemeinen ändern 
sich beim Übergange von den ursprünglichen 
Axen zu denjenigen mit dem Anfangspunkte Jit 
die Goordinaten x und y; sie sind also Functionen von s, und wenn 
M' unendlich nahe an M liegt, so sind die Goordinaten von P' in- 
bezug auf die Axen mit dem Anfangspunkte M' offenbar x -|- dx, y -{- dy. 
Bezeichnen wir nun mit u, v und mit dg) die Goordinaten von M' in- 
bezug auf die ursprünglichen Axen und den Winkel, um welchen sich 
die X'Axe beim Übergange von der ersten zur zweiten Lage dreht, so 
hat man 

ic -f. da: = tt + (o; + dx) cos dip — (y + dy) 8ind(p = u-^X'{-dx — yS(p, 

y -|- dy = V + (a? + ^^) sin dy + (y + ^V) cos dy = v + y + dy + xäip, 

d. L, wenn man durch ds = ds dividiert und sich an die ersten drei 
Qleichungen des vorigen Kapitels erinnert, 



(1) 



Sx dx y _L 1 ^y dy , X 

ds ds 9 ' ' ds d« ' 9 



Dies sind die Fundamentalformeln, aus welchen durch Null- 
setzen von äx und dy, d. h. unter Voraussetzung des Zusammenfallens 
von P' mit P, unmittelby* die wichtigen Bedingungen 

(2) ^==^_1 ^:^ — ^ 

w ds 9 ^ ds 9 
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hervorgehen, welche notwendig und hinreichend für die Unbe- 
weglichkeit des Punktes {x,y) sind. In Polarcoordinaten {x=^rco^O, 
y = r sin ff) lauten diese Bedingungen 

/o\ dr g. dB 1 , sin 

(3) ä-, = -<^«^' 5i = -7 + -r- 

Will man femer, dass eine Gerade in der £bene in Buhe bleibt, die 
durch ihren Abstand q vom Anfangspunkte und durch den Winkel q> 
definiert ist, um welchen sich ihre positive Richtung drehen muss, um 
mit derjenigen der Tangente zusammenzufallen, so hat man auszudrücken, 
dass die Gleichung der Geraden 

XBinq) -{- y cos y -|- j = 

durch unendlich viele Lösungen von (2) befriedigt wird. Da man 
nun durch Differentiation erhält 

{x cos 9 — y sin y) (-^ — i) — sin y + J| = 0, 

so muss sich diese Relation spalten in die beiden folgenden (geome- 
trisch evidenten) 

/ A\ dq> 1 da 

(4) d7 = 7' ^ = "''9'- 

Sie sind notwendig und hinreichend für die Unbeweglichkeit 
der Geraden (g>, g). 



§ 13. 

Bevor wir weitergehen, wollen wir auf einige Gonsequenzen der 
Formeln (3) und (4) aufmerksam machen. Nehmen wir an, s wachse 
ins Unendliche, und die Entfernung zwischen M und einem festen 
Punkte P nähere sich dabei einem endlichen Grenzwerte a. Die Coor- 
dinaten r und von P genügen den Gleichungen (3) und da r nach 
a convergiert, so kann seine Ableitung sich keinem von Null verschie- 
denen Grenzwerte nähern. Wenn also ein solcher Grenzwert existiert, 

so liefert die erste der Formeln (3) lim = — . Jetzt lässt sich aber 

dieselbe Betrachtung auf anwenden, und die zweite Formel (3) liefert 
daher lim Q = a. Also ist der Kreis vom Radius a mit dem Mittelpunkte 
in P ein asymptotischer Kreis der Curve. Wenn umgekehrt die Curve 
einen asymptotischen Kreis besitzt, so kann sich die Entfernung zwischen 
M und dem Centrum des Ejreises keinem vom Radius des Kreises ver- 
schiedenen Grenzwerte nahem. Sonst würde ein Grenzwert von q 
existieren, der von dem ersten verschieden ist. Bemerkt man femer. 
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dass die Coordinaten des Erümmungscentrums r = q, = ~ sind^ und 

dass die erste nach a convergiert^ so sieht man^ dass mit unendlich 
zunehmendem s das Erümmungscentrum allmählich nach dem 
Mittelpunkte des asymptotischen Kreises hinrückt. Diese Be- 
merkung Mit eine in § 10 gekssene Lücke aus und führt zu einer 
genaueren l^sicht in das Wesen der asymptotischen Kreise. In ana- 
loger Weise lässt sich im Anschluss an die zweite Formel (4) eine für 
die Aufsuchung der Asymptoten nützliche Bemerkung machen. Hat 
nämlich q für unendUch zunehmendes s den Grenzwert NuU, so kann 
9> keinen andern Grenzwert haben^ d. h. wenn die Tangente eine 
Qrenzlage hat^ so ist diese notwendig die betrachtete feste 
Gerade (vgl. § 7). 

§ 14. 

Aus den Formeln (2) und (4) geht folgende bemerkenswerte Thatsache 
hervor, die für die natürliche Geometrie von grundlegender Bedeutung 
ist: Die zur Fixierung der Punkte und Geraden der Ebene dienenden 
Parameter sind Functionen von s, deren Ableitungen sich durch 
diese Functionen selbst ausdrücken lassen. So zeigen die For- 
met (2), daßs die ersten Ableitungen der Coordinaten x, y eines festen 
Punktes lineare Functionen der Coordinaten selbst sind, und das Gleiche 
lässt sich von den weiteren Ableitungen behaupten, wie man durch 
Differentiation und wiederholte Anwendung von (2) erkennt. Werden 
nun alle Curven mit einer gegebenen Eigenschaft gesucht, so wird man 
im allgemeinen auf eine Relation 

geführt. Dieselbe enthält eine gewisse Anzahl Coordinaten von Punkten 
und Geraden, die in der Ebene fest sind, und muss bestehen, welchen 
Wert auch s haben mag. Nun ist aber klar, dass man die gegebene 
Relation nur zu differenzieren braucht, um daraus sofort eine andre 
zwischen denselben Coordinaten zu erhalten, indem man die Ableitungen 
der Coordinaten mit Hilfe der Unbeweglichkeitsbedingungen heraus- 
schafft. Man gelangt in dieser Weise nicht nur zu einer neuen Eigen- 
schaft der unbekannten Curven, sondern es wird durch fortgesetzte 
Differentiation immer gelingen, ein System von Relationen aufzustellen 
derart; dass man die Coordinaten ;r, j/, o;', • • • eliminieren kann. Dann 
hat man die aus der Elimination hervorgehende Differentialgleichung 
zu integrieren, um die natürliche Gleichung der gesuchten Curven zu 
finden. 
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§ 15. Gteometrisohe Örter. 

Die Coordinaten a?, y eines Punktes P seien als Functionen Ton 5 
bekannt. Wie verfahrt man, um den Ort Ton P zu bestimmen? Die 
Fundamentalformeln Kefern sofort die Werte von 8x und dy. Femer hat 
man, um das Bogenelement von (P) auszudrücken, ds'^ = Sa? + dy*. 
Es ist also ^ 

(5) s' =j xdSy 

wenn man 

•■-{lf-f+»)' + (3f + f)' 

setzt. Man bestimme die Neigung der Tangente der unbekannten Gurve 

(P) im Punkte P gegen die aj-Axe mittels der Formel tgö = ^, 

und bemerke, dass die Tangente von (P) in P' gegen die Tangenten 
der Curve (Jf) in M und M' um ö + dy' bezw. ö + dö geneigt ist. 
Es ist also dq>' = 8q> -{- dO y folglich nach Division mit ds 

vorausgesetzt, dass der positive Sinn der Normale von (P) in folgender 
Weise festgesetzt wird: Lässt man die positive Richtung der Tangente 
sich so lange drehen, bis sie mit derjenigen der a>Axe zusammenfallt, 
so fallen auch die positiven Richtungen der Normale und der y-Axe 
zusanmien. Schliesslich hat man nur noch s zwischen (5) und (6) zu 
eliminieren, um die natürliche Gleichung von (P) zu erhalten. 



§ 16. Enveloppen. 

Die Gleichung f{Xy yfS) = stellt im allgemeinen eine einfach 
unendliche Schar von Curven dar. Jede von ihnen entspricht einem 
bestimmten Punkte der Curve (Jf). Die den Punkten M und M" ent- 
sprechenden Curven, welche unendlich benachbart sind, können einen 
oder mehrere Punkte gemein haben. Dieselben muss man bei dem 
Übergange des Anfangspunktes von M nach Jif als fest betrachten. 
Die Coordinaten eines solchen Punktes erhält man demnach durch 
Differentiation der Gleichung f=0 unter der Annahme, dass die Be- 
dingungen (2) erfüllt sind. Sie sind also die Lösungen des Systems 

Sind auf diese Weise x und y als Functionen von s bekannt, so hat 
man auf sie nur noch das im vorigen Paragraphen auseinandergesetzte 
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Verfahren anzuwenden^ nm die natürliche Gleichung des Ortes der er- 
wähnten Schnittpunkte zu erhalten« Diesen Ort nennt man die En- 
veloppe der Curven f^^O, Es kann jedoch vorkommen, dass die 
Gleichungen (7) sich auf eine einzige reducieren. Alsdann hat man 
eine einzige Guire, wie es z. B. eintritt, wenn /* = die Gleichung der 
Gurve (M) selbst ist Diese Bemerkung wird uns im folgenden von 
Nutzen sein. 

§ 17. 

Man beweist leicht, dass die Enveloppe alle eingehüllten 
Guryen berührt. Es sei in der That P ein gemeinsamer Punkt der 
beiden Gurven /* = , die zwei unendlich benachbarten Punkten M und 
JT auf der Gurve (M) entsprechen. 9 und ö' seien die Neigungen, 
welche die Tangenten der Enveloppe und der Eingehüllten in P gegen 
die x-Axe haben. Hält man s fest, so ist offenbar der Wert von tg 0' 

durch das Verhältnis ^ gegeben, welches sich aus der Relation 

dx * oy ^ 

ergiebt. Dagegen bestimmt man mit Hilfe des in § 15 angegebenen 
Verfahrens und erhält also 

dy , X df 

■ ■ «4» ^^ ■■ ■■■■ 

*^ ^ " gg"^ % 1 , ' ^^^' ^' 

d8 9^ dy 

während x und y den Gleichungen (7) genügen. Bildet man nun 
tg (ö _ ö'), so tritt im Zahler der Ausdruck 



/dx 
\d8 



9 "^ ) dx * \d8 * if) dy dxds'^dyds \q /dx*e8y 



auf Derselbe reduciert sich infolge von (7) auf 

^dx , Ifdy I ^__ ^__ Q 
dxds ^ dy ds * ds ds 



Also ist e = Ö'. 



§ 18. Übungsbeispiele. 



a) TJm die natürliche Gleichung eines Kreises vom Radius a, 
d. h. den Ort der Punkte zu finden, welche von einem festen Punkte 
(Centrum) um a entfernt sind, kann man in folgender Weise verfahren. 
Sind X und y die Goordüiaten des Centrums, so muss immer o;^ -|- ^^ = a^ 
sein. Durch Differentiation unter Beachtung von (2) kommt ferner o; = 0. 
Zunächst laufen also alle Normalen im Centrum zusammen. Durch 
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nocimialige Differentiation erhält man y == q und dann durch Einsetzen von 
X und j/ in die erste Relation ^ = a. 

b) Um alle Gurven zu finden, welche constante Krümmung 
haben, genügt die Bemerkung, dass bei constantem q die Bedingungen 
(2) von dem Punkte (x = 0, y = q) erfüllt werden. Also ist dieser Punkt 
fest, und die Curve ist notwendig ein Kreis vom Badius ^, da ja alle ihre 
Punkte sich in der constanten Entfernung ^ von dem festen Pimkte (0, q) 
befinden. 

c) Welche Curve trifft unter constantem Winkel ö alle von 
einem Punkte ausgehenden Geraden? Wendet man die Formeln (3) 
auf die Polarcoordinaten (r, tc — 0) des festen Punktes an, so erhält man 

dr ü r\ 1 , sin Ö 

_- = cos a, = 

de ' 9 ' r 

Aus der ersten leitet man ab r =» s cob 0^ wenn man übereinkommt die 
Bogen von dem festen Punkte aus zu rechnen. Durch Einsetzen in 
die zweite findet man ^=»5cot0, die Gleichung einer logarithmischen 
Spirale (§ 11, b, c). 

d) Welches ist die Curve, deren Normalen (zwischen den Inci- 
denzpunkten und den Krümmungscentren) durch eine Gerade halbiert 

werden? Man hat auszudrücken, dass der Punkt (a? = 0, y = o" ?) 

eine Gerade beschreibt. Die Formeln (1) liefern 

Sx £ 9y^ 1 dg 

57 ¥' dl ¥dJ* 

Femer ist tg d =» ^ , und die Formel (6) zeigt, dass man haben muss 

V^^ d8— q' 

was übrigens sofort aus der Bemerkung hervorgeht, dass sich im Falle 
einer festen Geraden von dem gewöhnlichen (p nur im Vorzeichen unter- 
scheidet. Es ergiebt sich also successiv 

tg ö -^ = -^ , log cos ö = log ^ -[■ Const., ^ = a cos ö . 

Integriert man femer die Gleichung (8), nachdem man den Sinn, in welchem 
die Bogen gerechnet werden, umgekehrt hat, und fixiert den Anfangspunkt 
geeignet, so kommt 

s = j gdO = a sin ö . 

Also ist 5* -|- ^* = a*, d. h. die angegebene Eigenschaft charakterisiert die 
Cycloide (§ 8, d). 

e) Eine Curve zu finden, deren Krümmungscentra inbezug 
auf die Curve selbst symmetrisch sind zu den Punkten, in welchen 
die Normalen von einer Geraden getroffen werden. Diesmal ist es 
der Punkt (a; = , y = — q) , welcher sich längs einer Geraden bewegen 
muss. Wiederholt man die Rechnungen des vorhergehenden Übungsbeispiels, 
so erhält man successiv 
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d« ~ "^ ' d8~ ds' ^S^— 2 d« ' 
femer 

*gö:?7 = 97:i7» log C08 e = — log V7 + Const. , ^ = 



d» 2^ da ' ^ " *-6 r ^r ^ --"— » ^ cos« 

und endUch, wenn man den Sinn, in welchem die Bogen gerechnet werden, 
umkehrt, 

s = I qdO = atgö, ^ = a-| 

Dies ist die Gleichung einer Eettenlinie (§ 5, b). 

f) Eine Gurve zu finden von solcher Beschaffenheit, dass die 
Strecke, welche auf der Tangente vom Berührungspunkte aus 
durch eine Gerade abgeschnitten wird, constant ist. Hier handelt 
es sich darum, auszudrücken, dass der Punkt (o? »s a , ^ »» O) eine Gerade 
beschreibt. Nun hat man 

— «=1 ^«=fl: tffö = -. 
ds ' d« 9 ' ^ p * 

Aus der letzten Gleichung, welche sich mit Hilfe von (8) auf die Form 

. ^de 1 

cot a -T- = 

da a 

bringen iSsst, leitet man ohne weiteres successiv ab 



log sin ö == , ^ = a cot 



==a]/e" — 1 



und erh&lt also die natürliche Gleichung einer Tractrix (§ 8, c). 

g) Eine Gurve zu finden, deren Krümmungsradius in jedem 
Punkte gleich der Strecke ist, die auf der Normale von zwei 
parallelen Geraden abgeschnitten wird. Mit andern Worten: Wenn 
a der Abstand der beiden Geraden ist, so soll die Projection des Exümmungs- 
radius auf eine feste Gerade beständig gleich a sein, so dass man hat 
a^=^ ^smtp. Um die Unveränderlichkeit der Richtung der Geraden aus- 
zudrücken, hat man 

dqp 1 sin 9 

da Q a ' 

mithin 

Die gesuchte Gurve ist also eine Eettenlinie gleichen Widerstandes 
(§ 5, c). 

h) Welche Gurven haben in ihrer Ebene einen Punkt von solcher 
Bescha^enheit, dass die Projection des Badiusvectors auf die Tan- 
gente dem Bogen proportional ist? Es wird verlangt, dass für eine 
Lösung (x, y) der Gleichungen (2) a; = äj5 ist. Die erste Bedingung (2) 
zeigt aber, dass gleichzeitig y = Qo -^ 1) ^ sein muss und die zweite führt 
zu einer Gleichung, deren Integration 

hs^ + (Ä + 1) ^* = Gonst. 
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ergiebt. Wenn man die Constante gleich Null annimmt, so erhalt man ein 
Paar logarithmiscber Spiralen. Sonst hat man eine Epicycloide (Je > 0), 
eine Hypocycloide (Ä < — 1) oder (wenn k zwischen und — 1 liegt) 
eine Curve vom pseudocjcloidischen Typus (§ 8, e). Giebt man der Glei- 
chung der Curve die Form 

i- -4- ?-= 1 
so findet man leicht den Wert von Je, Dann wird 



Um zu beweisen, dass dies die Coordinaten des Mittelpunktes P des Leitkreises 
(§ 8, d) sind, genügt die Bemerkung, dass y gleichzeitig mit q verschwindet, 
d. h. dass der gefundene Pimkt derjenige ist, in welchem sich die Cuspidal- 
tangenten treffen. Übrigens findet man noch, dass x gerade gleich dem 
Badius des Leitkreises wird. 

i) Um alle Curven zu finden, die einer gegebenen Curve ähn- 
lich sind; genügt folgende Bemerkung: Sind inbezug auf die gegebene 
Curve r und die Polarcoordinaten des Ähnlichkeitspunktes, so wird sich, 
wenn man ihn auf eine beliebige ähnliche Curve bezieht, die erste Coordinate 
mit einer Constanten Je multiplicieren, während die andre ungeändert bleibt. 
Die Bedingungen (3) werden 

y dr ^ dB 1 , sin Ö 

^w — «>'*' si' — r + "ifcr- 

Daraus ergiebt sich, dass s' =^Jes^ q' = Jeg sein muss. Demnach erhält man 
die einer gegebenen Curve ähnlichen Curven, indem man in der Gleichung 
dieser Curve s und q mit einer willkürlichen Constanten multiplidert. Im 
besondem bemerke man, dass dieses Verfahren bei den Gleichungen 
^* = 2a5, s^ + ^^ = a* u. s. w. auf eine blosse Änderung des Wertes von 
a hinausläuft. Also sind alle Ereisevolventen ähnliche Curven, und das 
Gleiche lässt sich von den Cycloiden, den Eettenlinien u. s. w. behaupten. 
Dagegen bleibt jede lineare Gleichung zwischen s imd q dem Wesen nach 
ungeändert, und es lassen sich daher alle einer gegebenen logarithmischen 
Spirale ähnlichen Curven mit der nämlichen Spirale zur Deckung bringen. 
Mit andern Worten: Die logarithmischen Spiralen haben die merkwürdige 
Eigenschaft, ihre Gestalt nicht zu ändern, wenn man sie von einem 
beliebigen Punkte aus (gleich stark in allen Richtungen) dilatiert. 
Für sie löst sich die Düatation auf in eine Translation und eine darauf- 
folgende Rotation um die neue Lage des Pols. 

j) Zwei Curven lassen sich unter Umständen (wenn sie nämlich ähnlich 
sind) in eine solche Lage bringen, dass die Tangenten in zwei Punkten M 
und M\ die in gerader Linie mit einem festen Punkte P liegen, parallel 
sind. Es kann nun auch vorkommen, dass fClr zwei Curven die Tangenten 
in den Punkten M und M\ deren Verbindimgsgerade durch P geht, anstatt 
parallel zu sein, inbezug auf MM' antiparallel sind. Alsdann nennt 
man die Curven invers, und P ist das Inversion scentrum. Die Polar- 
coordinaten von P seien (r, 6) inbezug auf die Curve (Jtf) und (r', ö') in- 
bezug auf {M'), Offenbar ist 6' = 7t — ö , wenn man übereinkommt, dass 
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M und M' die bezüglichen Curven in demselben Sinne durchlaufen müssen, 
um in gerader Linie mit P zu bleiben, und wenn die Richtung der Normale 
von (M') der in § 15 gemachten Festsetzung entspricht. Bemerkt man 
nun, dass die Neigung der Tangente von (M") gegen die Tangente von (M) 
20 ist, so giebt die Formel (6) 

x_ 1 I 9 ^ sin e , dÖ 

Andrerseits werden die Bedingungen (3) für die Curve (-3f ') 

dr' ^ X X Bin 6 . dB 

ds 9 r ^ ds 

Vergleicht man diese letzte mit der ersten der erhaltenen Relationen, so 
ersieht man, dass x = — ist, was sich übrigens sofort aus einer sehr ein- 
fachen geometrischen Betrachtung ergiebt. Dies vorausgeschickt hat man 

dr' r'. ^ r'dr 

-T— = — COS U = j- , 

ds r r ds^ 

mithin nach Integration rr' = a^ . Der Ejreis vom Radius a mit dem 
Mittelpunkte in P ist der Grundkreis der Inversion: auf seine Peripherie 
fallen notwendig alle Schnittpunkte der beiden Curven, da ja r nicht gleich 
a werden kann, ohne dass das Gleiche mit r' geschieht. Trägt man end- 
lich den Wert von x in die erste Relation ein, so erh&lt man 

- + ~ = 2 sin ö , 

und die geometrische Interpretation dieser Gleichung zeigt, dass auch die 
Erümmungscentra in zwei entsprechenden Punkten mit dem 
Inversionscentrum in gerader Linie liegen. 

k) Die Inversion unterscheidet sich nicht wesentlich von der Trans- 
formation vom Index — 1. Die Transformation vom Index v besteht 
darin, dass man einem gegebenen Punkte einen andern Punkt entsprechen 
lässt, dessen Affix proportional der v-ten Potenz des Af&xes des ersten 
Punktes isi Verfahrt man wie bei der Inversion, so gelingt es leicht, zu 
beweisen, dass die Tangenten in zwei entsprechenden Punkten sich 
auf dem durch die genannten Punkte und den Pol bestimmten 
Kreise treffen, und man findet die Relationen 



J ' ^ r + ^t; — 1) 



9 sin 



Aus ihnen kann man durch Elimination von s für eine beliebige Curve die 
natürliche Gleichung der transformierten Curve vom Index v ableiten. 

1) Für eine gegebene Curve die Fusspunktcurve inbezug auf 
einen Punkt zu finden, d. h. den Ort der Fusspunkte der von einem 
festen Punkte P auf die Tangenten der Curve gefällten Lote. Wendet man 
die Formeln (1) an auf die Coordinaten a? = r cos ö , y = der Projection 
M' des Punktes P auf die Tangente, so erhält man 

-7- = — sm ö , "T" = — cos ö, 
ds 9 ' ds 9 ' 
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mithin —^ = cot ö . Daraus folgt, dass die Normale der Ftisspunktcurve 

inbezug auf die Tangente von (M) zu PM antiparallel ist. Eolglicli 

halbiert sicf den Badiusvector PM, Überdies sieht man, dass x = — 

ist. Folglich wird die Formel (6), wenn man beachtet, dass in ihr durch 

g- — zu ersetzen ist, 

r 1 de 2 Bin e 



qq' q ds q r 

Die natürliche Gleichung der Fusspunktcurve ergiebt sich also durch Elimi- 
nation von s aus den Gleichungen 

8 =J -ds, Q =2r-^Binö' 

Ist z. B. die gegebene Curve ein Kreis vom Radius a und gehört P der 
Peripherie an, so dass p = a, s ^= 2a0, r = 2a sin ist, so entnimmt 
man aus den letzten Formeln successiv 

s'=4a/ sin öclö = — 4a cos ö, p' = -g-sinö, s'*-^ 9q'^^= lßa\ 

Also ist die gesuchte Fusspunktcurve eine Cardioide (§ 8, d). Wir wollen 
schliesslich bemerken, dass der Ausdruck von q' zu der folgenden äusserst 
einfachen Construction *des Krümmungscentrums C führt: Wenn die Pro- 
jection H des Krümmungscentrums der gegebenen Curve auf den 
Badiusvector sich in N auf die Normale projiciert, so enthält 
die Gerade PN das Krümmungscentrum der Fusspunktcurve. In 
der That! Wenn L die Projection von P auf die Normale ist und Q der 
Tref^unkt des Badiusvectors mit LM' (der Normale der Fusspunktcurve), 
so giebt die Transversale PG'N in dem Dreieck LMQ: 

r — p' LC PM.LN „r — (»sinö 

— — =2 ^ — 7i — , u. s. w. 



, 1 QC PQ.MN ^ peinö 

9 -2*' 

m) Wichtig sind diejenigen Gurven, deren Krümmung dem Nor- 
malenabschnitt zwischen dem Incidenzpunkte und einer festen 
Geraden proportional ist. Für eine solche Curve hat also das Ver- 
hältnis gp : cos q> einen constanten Wert. Zimächst werden wir annehmen, 
dieser Wert sei negativ, so dass man auf Grund der Formeln (4) schreiben kann 

q cos 9 = - a«5^ sm <jp a^^ • 

Daraus folgt bei geeigneter Fixierung des Anfangspunktes der Bogen 

g 
q = ]ca cos— ^ wo k eine willkürliche Constante bedeutet, welche man 

immer als positiv voraussetzen kann. Die Differentiation liefert für sin g> 

den Wert — Ä sin — , und die drei Relationen 

8 8 a' 
g = Äacos— , sin 9 = — Äsin — , q = cos 9 
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Fig. 86. 



genügen, um uns von der Oestalt der Cnrve Bechenschaft zu geben. Im An- 
fangspunkte (s = 0) hat man qp = 0, g = Äa, ^ == — jt . Also geht die 

Curve vom Anfangspunkte aus in den beiden 
Richtungen parallel zu der festen Geraden, 
welcher sie sich immer mehr nähert in dem 
Masse, als 8 zunimmt. Ist A; < 1 , so kann 

man 5 bis dl-^jta varüren lassen und hat als- 

dann sin9 = TÄ, g=sO, ^ = oo, d. h. 

die Curve durchsetzt schliesslich die Gerade und 

hat dort eine Inflezion. Die Gerade teilt 

also die Curve in unendlich viele congruente 

Bogen von der Länge na. Jeder derselben 

endigt auf der genannten Geraden in zwei Inflexionspunkten. Die Tangenten 

in diesen Punkten lassen dich auf Grund der Bemerkung construieren, dass 

sie parallel den Sehnen (von der Länge a) sind, welche vom Anfangspunkte 

nach den Schnittpunkten der Geraden mit dem Kreise gehen, der über 

dem Krümmungsradius in als Durchmesser beschrieben ist Ist A; > 1, 

so kann s die Werte dr-r-Tta nicht erreichen, da der absolute Betrag von 

sin 9 die Einheit nicht überschreiten kann. Sobald man beim Zunehmen 

* 1 . 1 

von 8 sin — = ± y hat, wird q> gleich T-«^ ^^^ ^ verschwindet, 

während q den Wert a Yk* — 1 annimmt. Man hat also unendlich viele 
congruente Bogen, deren jeder in zwei Spitzen endigt, und der Ort der 
unendlich vielen Spitzen ist eine Parallele zu der gegebenen Geraden. Die 
natürliche Gleichung erhält man leicht, indem man in dem Ausdruck von q 
für <p und q ihre Werte einsetzt. Sie lautet: 



e = f"|/i+(i-«=*)Vf 



Zwischen beiden Curventypen steht der Kreis, welcher der Annahme k ^^ 1 
entspricht. Aus der natürlichen Gleichung ergiebt sich, dass in der Umgebung 
des Anfangspunktes diese Curven sich verhalten, wie wenn ihre Gleichung 

^=k + 



2k 



a 



lautete, diejenigen vom ersten Typus haben also das Aussehen einer Ketten- 
linie und diejenigen vom zweiten Typus das einer Pseudocatenarie. Diese 
letzteren verhalten sich femer in der Umgebung einer Spitze wie die Evol- 
vente eines Kreises vom Radius , die ersteren dagegen in der Um- 

gebung eines Inflexionspunktes wie die Klothoide ^^ =^ t~ kI — ^^ - 

n) Wenn die Constante positiv ist, so findet man, dass q der Differen- 
tialgleichung q = a^ ^ genügen und demnach die Form 



q=^ le^ + lie 
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mit den willkürlichen Constanten l nnd (i haben muss. Erteilt man einer 
der Constanten den Wert 0, so findet man die Tractrix wieder. Wir wollen 
deshalb annehmen, X und (i seien von Null verschieden. Alsdann wird 
man durch geeignete Wahl des Anfangspunktes die Werte der Constanten 
ändern imd erreichen können, dass sie wenigstens dem absoluten Betrage 
nach einander gleich werden: es wird dazu genügen, dem Anfangspunkte die 

Verrückung — a log ( "F t) ^^& der Curve zu erteilen. Wir erhalten 

also zwei Curventypen, je nachdem in den Formeln 



Kdl a-T- Äl • ^ i a _i_ a I 

= "YV« +« /> sm(p = ^\e ± e ) , 



— cos cp 
ff ^ 



4VFR 



das obere oder das untere Zeichen gewählt wird. 
Setzt man 5 ==: 0, so erkennt man, dass bei 
den Curven vom ersten Typus der Anfangs- 
punkt auf der festen Geraden liegt und sie 
daselbst eine Infiexion haben. Dagegen liegt bei 
denjenigen vom zweiten Typus der Anfangs- 
punkt ausserhalb der Geraden, ist aber immer 
noch der ihr am nächsten liegende Punkt 
Die Tangente im Anfangspunkte der Curven 
vom ersten Typus bifdet mit der Geraden 
einen Winkel, dessen Sinus h ist (folglich 
muss ^ < 1 sein), während bei den Curven vom zweiten Typus die Tangente 
parallel zu der festen Geraden ist. Inzwischen darf bei keiner dieser Curven 
s unbegrenzt zunehmen; denn der absolute Betrag von sin tp kann die 
Einheit nicht überschreiten, folglich kann s nur bis zu dem Werte 




5 = a log 



l + VTTT» 



man 



varüren, und dann ist g = a ylWl? , 9 = ±-r-«, ^ = 0, d.h. 

hat eine Spitze, in welcher die Tangente senkrecht zu der festen Geraden 
ist. Die unendlich vielen analogen Spitzen liegen alle auf einer in der 

Entfernung a ]/l T Ä* zu der festen Geraden gezogenen Parallelen. 



§ 19. Parallele Curven. 

Parallel heissen zwei Curven^ welche dieselben Normalen haben. 
Um auszudrücken, dass der Punkt (a?, y) eine zu der Curve {M) paral- 
lele Curve beschreibt, genügt es, x = und djit = zu setzen. Dann 
werden die Formeln (1) 



(9) 



8x 
da 



= 1-!, 



ds ^' 



Die zweite Gleichung zeigt, dass y einen constanten Wert a haben 
muss, und zwei parallele Curven sind daher auch äquidistant. Wenn 
umgekehrt eine Curve auf den Normalen einer andern von den Incidenz- 
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punkten ans gerechnet Strecken von der Länge a abschneidet, so sind 
die beiden Cnrven parallel, da man bei Anwendung der Formeln (1) 
auf den Punkt (a; = , y = a) dy = erhält. Die erste Gleichung (9) 
giebt, wenn man beachtet, dass ds' = 8x ist, s' = s — ay, und aus 
der Formel (6) entnimmt man, da ö = ist, q' = (f — a. Also 
haben zwei parallele Gurven dieselben Erümmungscentra« um die 
natürliche Gleichung der unendlich vielen Parallelcurven einer gegebenen 
Curve zu erhalten, genügt es, s aus den Gleichungen s' == s — ay, 
q' ^= (f — a zu eliminieren. Es ist nützlich, zu bemerken, dass man 
der Gleichung einer Schar Ton parallelen Curven immer die Form 
geben kann 

CO) ._/ö^,,,, 

indem man die Function f in geeigneter Weise bestimmt. In der That 
hat man für a = 



mithin 






% 20. Svolnte und Evolventen. 

Evolute einer Curve nennt man die Enveloppe ihrer Normalen. 
Da diese gleichzeitig die Normalen jeder andern parallelen Curve sind, 
so sieht man, dass eine und dieselbe Curve die Evolute einer ganzen 
Schar von parallelen Curven ist: diese nennt man die Evolventen 
der betrachteten Curve. Dies vorausgeschickt giebt die Gleichung der 
Normale (a?==0), wenn man sie differenziert, y = q. Also ist die 
Evolute einer ebenen Curve der Ort ihrer Erümmungscentra: 
eine geometrisch evidente Eigenschaft (vgl. § 2). Um die natürliche 
Gleichung der Evolute einer gegebenen Curve (M) zu finden, muss 
man die Formeln (1) auf die Coordinaten x = 0, y = Q des Punktes 
C, des Erümmungscentrums von (M) in Jf, anwenden. 

Man erhalt 



(11) 



dx 
ds 



= ^ = 



^y ,— ^g 

ds ds ' 



femer, wenn man alles, was sich auf die Evolute 
bezieht, mit dem Index 1 auszeichnet, ds^=^8y = dQ. 
Also ist bei geeigneter Fixierung des Anfangs- 
punktes der Bogen s^ = q. Daraus folgt, dass 



Cesftro, natürl. Geometrie. 
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jeder Garyenbogen gleich der Differenz der Tangenten in 
seinen Endpunkten ist, gerechnet von den Berührungspunkten 
bis zu einer beliebigen Evolvente. Hiemach ist folgendes klar: 
Wenn ein anausdehnbarer Faden, der anfangs auf eine Gurve au%e- 
wickelt ist, sich in der Ebene derart abwickelt, dass er fortwahrend 
gespannt bleibt, so beschreiben seine Punkte die unendlich vielen Evol- 
venten der betrachteten Curve. Endlich leitet man, da 6 = — ist, 

aus (6) ab Q^ds = QdQ, Man erhält also die natürliche Glei- 
chung der Evolute einer gegebenen Gurve durch Elimination 
von s aus den Gleichungen 

(12) h = Q, 9i = 93j- 



§ 21. 

Wir wollen an dieser Stelle folgendes bemerken: Wenn mit un- 
endlich wachsendem s die betrachtete Gurve sich asymptotisch um 
einen Ereis mit dem Mittelpunkte P herumwickelt, so gehen die 
Gleichungen (11) in die ünbeweglichkeitsbedingungen für das Erüm- 
mungscentrum über: dies stimmt mit dem zusammen, was wir in 
§ 13 gesehen haben. Überdies liefert die zweite der Formeln (12) 
lim Q^ = 0, und da die auf die Evolute bezügliche Function 9 unbegrenzt 
zunimmt wie die auf die gegebene Gurve bezügliche (welche sich von 
jener nur um eine Gonstante unterscheidet), so hat die Evolute in P 
einen asymptotischen Punkt. Also sind die Mittelpunkte der asymp- 
totischen Kreise einer Curve asymptotische Punkte der Evolute. Ganz 
dieselben analytischen Verhältnisse bieten sich, wenn in einem Punkte 
mit bestimmter Tangente q ein Minimum oder Maximum ist. Dann 
hat die Evolute im allgemeinen einen Bückkehrponkt. Von alledem 
kann man sich leicht geometrisch Rechenschaft geben (vgL §§ 6, 9). 

§ 22. 

Die Evolute der Evolute einer Gurve nennt man die zweite 
Evolute dieser Gurve. Die Evolute jier zweiten Evolute ist die dritte 
Evolute u. s. w. (vgl. Fig. 27). Es seien 5« und Qn der Bogen und der 
Krümmungsradius der w-ten Evolute von (Jf) in einem gegebenen 
Punkte M. Durch Anwendung der Formeln (12) auf die (n — l)-te 
Evolute erhält man 







d 
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SO dass 

ist^ mithin 
(13) 

Wenn also in der Reihe q, q^, q^, q^, .... von Functionen von s ein 
beliebiges Glied gegeben ist, so hat man nur seine Ableitnng zu bilden 
und dieselbe mit q zu multiplicieren^ um das folgende Glied zu erhalten. 
Wählt man noch einfacher als unabhängige Variable die Function % 
welche der Gurve und allen ihren Evoluten gemeinsam ist^ so erkennt 
man sofort^ indem man in (13) Qdq> für ds setzt^ dass q^, q^^ Q^y . . . 
die successiven Ableitungen von q nach (p sind« 

§ 23. 

Wir wollen mit einer Bemerkung schliessen, die nicht ohne 
Interesse ist. Wenn in einem Punkte M die Erümmungscentra 
Cy C^y C^y C^, , . , sich einem Grenzpunkte P nähern^ so ist dieser der- 
selbe für alle andern Punkte von {M)y wenigstens auf einem in der 
Umgebung von M passend bestimmten Bogen. In der That ist die 
Zulassung der Existenz einer Grenzlage P gleichwertig mit der An- 
nahme^ dass die Reihen 

(14) a: = — ^1 + 93 — 95 -j , y = Q — Q^-\-Q^ 

convergieren: die Sunmien dieser Reihen sind gerade die Goordinaten 
von P. Inzwischen ergiebt sich unter Benutzung der Formel (13) 

Q^ = — Qi + Q^ — Q6+ '•=y—Q, 9^ = Qi—Qs + Q6 = — ^; 

d. h. die Bedingungen (1) sind erfüllt. Also ist P ein fester Punkt in 
der Ebene der Gurve. 

§ 24. Übiingsbeispiele. 

a) Was für eine Curve ist die Evolute der Tractrii? Schreibt 
man die Gleichung der Tractrix in der Form 

2« 

so erhält man durch Differentiation 

Die gesuchte Curve ist also eine Eettenlinie. 

8* 
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b) Verfährt man analog bei der Gleichung k^a^ — ql^ = k*a^c " , so 
erhält man 

g = k^ae " = k^a — — = k^a ^ • 

Also ist (§ 11, f, g) die Pseudocatenarie die Evolute einer Pseudo- 
tractrix. 

c) Wir wollen die Curven finden, welche unter conjstantem Winkel 
unendlich viele gleiche Kreise schneiden, deren Mittelpunkte auf einer Ge- 
raden liegen. OfiTenbar haben die Coordinaten des Mittelpunktes eines Kreises 
inbezug auf die Tangente und die Normale in dem entsprechenden Punkte 
der unbekannten Curve constante Werte a und h. Mit Bücksicht darauf leitet 
man aus (l) ab 

dx . b 9y a . ^ a 



mithin wird 



^-/^'** =/(*-?)«+«•• 



Jetzt wollen wir uns der Formel (10) bedienen, um die zu der unbekannten 
Curve im Abstände b gezogene Parallelcurve zu bestimmen. Man findet 



« =/^!f^. = 1 1«8 (?* + «*) + <^°'«*-' d. h. ^ = aVe' - 1 , 

und die gesuchten Curven sind denmach Parallelcurven einer Tractrix. Sie 
sind also die unendlich vielen Evolventen der Kettenlinie. 

d) Die Evolute der logarithmischen Spirale erhält man unmittelbar 
durch Differentiation der natürlichen Gleichung q = ks. Man findet 
Qi = kQ = ks^ , femer in analoger Weise ^2 = ^^s ^' s. w. Also ist die 
logarithmische Spirale allen ihren Evoluten congruent. Wenn 
man überdies bemerkt, dass Qn == k'^'^^s ist, so sieht man, dass für ein X;, 
welches dem absoluten Betrage nach kleiner als 1 ist, die Formeln (14) liefern 

k*8 ks 

^ r+ik*' y — T+i^' 

Der Punkt P, von welchem in § 23 gesprochen wurde, ist also in dem 
vorliegenden Falle kein andrer als der Pol (§ 11, b) der Curve. 

e) Auch die Cycloide ist ihren Evoluten congruent. In der 
That ergiebt sich aus s* + ^* = a* durch Differentiation ^^ = — 5, und 
da 5^ = ^ ist, so hat man Sj^ "f" ^1* = ^*- Dagegen leitet man aus 
s* — ^* = ± a* ab 5jL* — ^1* = "F «^- Also sind zwei Pseudocycloiden 
(§ 8, e) mit gleichem Parameter und von verschiedenem Typus immer so 
beschaffen, dass jede die Evolute der andern ist Es folgt daraus, dass 
jede Pseudocycloide ihren Evoluten von gerader Ordnung con- 
gruent ist 

f) Allgemeiner leitet man aus der Gleichung b^s^ + a^q^ = a^b^ ohne 

Schvderigkeit ab b^^Sj^ + a^^Qi^ = (h^^i^^ wo % = 6 , ft^ = — gesetzt 
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worden ist. Da hiemach die Gleichung der EYolute aus derjenigen der 

ursprünglichen Curve erhalten werden kann, indem man s und q mit -,- 

multipliciert, so sieht man, dass die Epicjcloiden und Hypocycloiden 
ihren EYoluten ähnlich sind. Betrachtet man die geometrische Pro- 
gression, welche mit den Oliedem a und h beginnt, so wird die n-te Evo- 
lute der durch die Parameter a und h definierten cycloidalen Curve durch 
das n-te und (n -j- l)-te Glied der Progression definiert. Convergiert die 
letztere, was allein bei den Epicjcloiden der Fall ist (§ 8, d), so ist die 
in § 23 gemachte Bemerkung anwendbar, und man findet 



X 



5»« 



a* — b 



s 1 



» = ^ 



a^Q 



Dies sind gerade (vgl. § 18, h) die Coordinaten des Centrums des Leitkreises, 
auf welchen sich also die successiven Evoluten der Epicjcloide allmählich 
zusammenziehen. 

g) Giebt es Curven, bei welchen jeder Punkt und das entsprechende 
Krümmungscentrum der Evolute in gerader Linie mit einem 
festen Punkte liegen? Suchen wir allgemeiner die Enveloppe von MC^^. 
Die Gleichung dieser Geraden ist qx -}- g^y = 0, Durch Differentiation 
erh&lt man (^ + ^g) ^ = Q^- -^so sind die Coordinaten des Berührungs- 
punktes P von MCi mit seiner Enveloppe 

(15) x^ — ':f^, y = -^. 

^ ^ 9 + 9% 9 + 9%^ 

und durch Anwendung des in § 15 angegebenen Verfahrens würde man in 
jedem Falle zu der Gleichung der Enveloppe gelangen. Soll P fest sein, 
so muss man ausdrücken, dass die Bedingungen (2) von den vorstehenden 
Functionen x und y erfüllt werden. Es ist aber vorzuziehen, die Differen- 
tiationen fortzusetzen, indem man die letzte der erhaltenen Gleichungen, 
d. h. (q + ^a) y = ^^ wieder aufiiimmt. Beachtet man die Ausdrücke der 
Coordinaten, so findet man ^^9 = 9x9^ ^uid sieht auf diese Weise, dass 0^ 
der Geraden MC^ angehört. Inzwischen überzeugt 
man sich leicht, dass der Punkt P der Geraden CC^ 
angehört. Dies bedeutet, dass die Curve (C) dieselbe 
Eigenschaft wie (M) hat. Folglich gehört C^ der 
Geraden CC^ an u. s. w. Die Curven, welche wir 
suchen, sind also so beschaffen, dass ihre succes- 
siven Erümmungscentra in einem beliebigen 
Punkte M auf zwei Geraden liegen, welche um 
den festen Punkt P rotieren, wenn M die Curve (M) 
durchläuft. Was für Curven sind dies? Schreibt 

man die Gleichung ^^3 = QiQi in der Form — = — , 

so leitet man daraus, wenn man sich an die Kelation (13) erinnert und 
integriert, sofort ab g^^^^ ^9i femer durch nochmalige Litegration Qi = ks 
und endlich q^ — ks^ = Const. Also sind die gesuchten Curven diejenigen 
vom cycloidischen oder pseudocycloidischen Typus und die logarithmischen 
Spiralen. Tragt man überdies in (15) die Werte q^^ ks, 9% = kg ein, 
so erhält man 




Fig. 88. 



38 Zweites Kapitel. Fundamentalfonneln f. d. natürl. Analjsis d. ebenen Corren. 



« = — T-T-i:» y 



1 -|_Ä' ^ 1 + k 

und erkennt auf diese Weise, dass der feste Punkt P der Mittelpunkt des 
Leitkreises ist (vgl. § 18, h). Zu denselben Curven würde man auch ge- 
langen, wenn man nur die Bedingung stellte, dass 0^ und C^ in gerader 
Linie mit M liegen sollen. 

h) um die Evolvente des Kreises vom Badius a zu finden, genügt es, 
in der zweiten Formel (12) ^^ = a zu setzen. Man erhält dann qd^ = ads^ 
mithin q^ = 2a5, und auf diese Weise ist der Name gerechtfertigt, womit 
wir die durch diese Gleichung dargestellte Curve zu Anfang (§ 8, a) belegt 
haben. Wünscht man nunmehr eine Evolvente der Evolvente, so hat man 
die Ausdrücke (12) für s^ und q^ in q^=2as-^ einzusetzen und findet 
dann durch Litegration, dass q^ proportional 8^ ist. Man wird auf diese 
Weise dazu geführt, die Gleichimg einer (n — l)-ten Evolvente des Kreises 
in der Form ^* = Än«**""^ anzimehmen. Lizwischen findet man mit Hilfe 
der Formeln (12), dass die natürliche Gleichung der Evolute dieser Curve 

q^~^ = \1 ) Än«*""^ ist, und andrerseits muss ^"""^ = 1Cn—\^~^ 

sein. Der Vergleich der beiden Gleichungen gestattet hn zu berechnen 
(wenn man sich erinnert, dass \ = a ist), und man findet auf diese 
Weise, dass die Gleichung 

p" = — a5*"-^ 

eine {n — l)-te Evolvente des Kreises vom Kadius a darstellt. Die succes- 
siven Evolventen nehmen immer mehr die Form einer logarithmischen 
Spirale an, da mit unbegrenzt wachsendem n die natürliche Gleichung in 
^ = C5 übergeht. 

i) Alle Curven q = ks^ haben Evoluten von derselben Art. Man 
weiss (§ 11, e), dass diese Curven vier verschiedenen Typen angehören, je 
nachdem n in eins der vier Intervalle fallt, die durch die Grenzen — oo, 
0, 1, 2, oo bestimmt sind. Wir wollen daran erinnern, dass zu den Curven 
vom ersten Typus die Klothoide imd zu denen vom zweiten die Kreis- 
evolvente gehört. Die Curven vom vierten Typus sind durch das Vorhanden- 
sein von Asymptoten im Endlichen charakterisiert, während diejenigen vom 
dritten ins Unendliche verlaufen wie die Curve aq = s^^ welche eine be- 
kannte Evolvente besitzt (§ 11, a). Bei Anwendung der Formeln (12) auf 
die Gleichimg q = ks^ erhält man eine analoge Gleichung, in welcher der 

Exponent Wj = 2 geworden ist. Daraus folgt, dass die Evoluten der 

Curven vom ersten Typus dem vierten angehören, was sich durch die Be- 
merkung erklärt, dass aus den Punkten höherer Berührung mit der Tan- 
gente die Asymptoten hervorgehen. Die Evoluten der Curven vom zweiten 
Typus gehören demselben oder dem ersten Typus an. Bei den übrigen 
Typen gehören die Evoluten dem dritten Typus an. Dieser letzte Typus 
kommt bei der Bildung der successiven Evoluten schliesslich immer zum 
Vorschein, mit Ausnahme der Kreisevolventen. In der That hat der Exponent 

n für die v-te Evolute den Wert 

(y 4- 1) n — y 

vn — (v — 1) ' 
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und man sieht leicht, dass f ür i' ^ 2 und für ein n, welches negativ oder 
grösser als 1 ist, 1 < w, < 2 ist. Nur die Curven Yom zweiten Typus 
haben Evoluten von allen Typen, da ofifenbar die v-te Evolute bezüglich 
vom dritten, vierten, ersten oder zweiten Typus ist, je nachdem n einem 

der Intervalle angehört, die durch die Grenzen 0, 7, , — tt» 1 

bestimmt sind, und zwar mit Ausschluss der Grenzen selbst, welche dem 
Kreise und seinen Evolventen und der logarithmischen Spirale entsprechen. 
Da nun aber die Zwischenzahlen mit unbegrenzt zunehmendem v nach 1 
convergieren, so ist klar, dass in jedem Falle schliesslich der dritte Typus 
überwiegt. Übrigens kann man zu diesem Schluss durch die Bemerkung 
gelangen, dass es, wenn n zwischen und 1 enthalten ist, genügt, 
(y — 1) (1 — **) > 1 zu machen, damit fh zwischen 1 und 2 falle. Da 
femer in allen F&llen lim n^ == 1 ist, so zeigt sich aeutlich die Tendenz 
aller Evoluten, die Gestalt einer logarithmischen Spirale anzunehmen. 
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§ 25. Eegelsohnitte. 

Einen Kegelschnitt nennt man jede Gurve, die im gewöhnlichen 
cartesischen System mit unbeweglichen Axen durch eine Gleichung 
zweiten Grades zwischen den Goordinaten x und y ihrer Punkte dar- 
gestellt wird. Wird der Kegelschnitt auf die Tangente und die Nor- 
male in einem beliebigen Punkte M bezogen^ so fehlt in der Gleichung 
das absolute Glied. Da femer für ein nach Null convergierendes x 

(§§ 1, 4) 

limf = 0, limi^ = J- 

sein muss^ so sieht man^ dass die Gleichung auch von dem Gliede mit 
X frei sein muss^ so dass man ihr die Form 

(1) 9 = 4-(«a;» + /Jy» + 2ya;y) 

geben kann, indem man für den Augenblick mit a die Krümmung in 
M bezeichnet. Man bemerke, dass wegen der willkürlichen Wahl des 
Anfangspunktes M im allgemeinen, wenn x unbegrenzt zunimmt, auch 
y unendlich gross von derselben Ordnung sein wird, und dass man 
daher das erste Glied von (1) gegen das zweite vemachlässigen darf. 
Dieses letztere lässt sich immer in zwei Linearfactoren zerlegen: 

ax^ 4- ßy^ + 2yxy = {kx + /itt/) {X'x + /it'y). 

Im Unendlichen verhält sich also die Gurve schliesslich wie ein Paar 
von Geraden 

(2) kx + iiy = qy X'x + ii'y = q\ 

Sie sind conjugiert imaginär, wenn die Discriminante -^ == a/J — y* 
positiv ist, reell und von einander verschieden, wenn ^ < ist. Im 
ersten Falle nennt man den Kegelschnitt eine Ellipse, im zweiten eine 
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Hyperbel. ZwiBchen den Ellipsen und Hyperbeln steht die Parabel, 
die durch ^ = charakterisiert wird. Femer nennt man eine gleich- 
seitige Hyperbel den Kegelschnitt, der sich im Unendlichen verhält 
wie ein Paar orthogonaler Geraden. Dieselbe wird charakterisiert 
durch die Bedingung fOr die Orthogonalitat der Geraden (2), d. h. 
XX' -{- iiii'= 0, welche sich auf a-{- ß = reduciert. 

§ 26. Asymptoten. 

Denken wir uns auf den linken Seiten der Gleichungen (2) für 
X und y die Goordinaten der Gurvenpunkte eingesetzt. Dadurch 
wird die Gleichheit zwischen den linken und rechten Seiten auf- 
gehoben. Sie wird sich aber, wenn der Punkt (rr, y) auf der Curve 
ins Unendliche fortrückt, nach und nach wiederherstellen, falls man 
für q und q' die Grenzwerte der linken Seiten setzt. Da nun die 
Differenzen zwischen den linken und den entsprechenden rechten 
Seiten abgesehen von endlichen Factoren die Entfernungen des Punktes 
(x, y) von den beiden Geraden darstellen, so sind diese Asymptoten 
der Gurre (§ 13). Inzwischen erkennt man durch Hervorziehen des 
Factors x aus Xx + /*y und X'x + ii'y ohne weiteres folgendes: 
Wenn sich diese Grössen für unendlich zunehmendes x endlichen 

Grenzwerten nähern, so convergiert das Verhältnis — bei der ersten 

Grosse nach , bei der zweiten nach ? • Unter Berücksichtig 

gung der Relationen 

XX'=a, iiii'=ß, Xii'+iiV=2y, A/tt'— /[tA'= 2iV^ 
findet man demnach: 

3' = lim {X'x + (.'y) ^ lim j^ - ^^^. = ^. 

Für die Parabel {J = 0) werden diese Werte unendlich, und überdies 
ist ax^-{- ßy^'^2yxy das Quadrat von Xx-{-[iy oder von X'x-^ii'y. 
Nähert sich also J der Null, so stellen die Gleichungen (2) in der 
Grenze ein Paar von zusammenfallenden Geraden dar, die ins Unend- 
liche gerückt sind. 

§ 27. Mittelpunkt und Durchmesser. 

Durch Auf losung der Gleichungen (2) findet man, dass die Asym- 
ptoten, seien sie reell oder imaginär, sich immer in dem reellen Punkte 
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(3) X J, y = ^ 

schneiden. Es ist nützlich, zu bemerken, dass diese Goordinaten den 
Gleichungen 

(4) ax + yy = Oy yir + /Jy=l 

genügen, welche man also an Stelle der Gleichungen (2) setzen darf, 
sofern dieselben zur Aufsuchung des genannten Punktes dienen sollen. 
Schreibt man nun (1) in der Form 

2y = {ax + yy)x + {yx + ßy)y, 

so zeigen die Formeln (4), dass die rechte Seite y wird, dass mithin die 
Gleichung von den Werten (3) nicht befriedigt wird. Es genügt aber, 
diese Werte zu verdoppeln, um die Gleichung zu erfüllen. Also ist 
der durch die Goordinaten (3) bestimmte Punkt ein Mittelpunkt 
der Gurve, d. h. er halbiert alle hindurchgehenden Sehnen. Femer 
liefert die Gleichung (1) bei beliebiger Wahl von y f ür rc zwei Werte, 

deren arithmetisches Mittel — — ist. Also ist für den Mittelpunkt 

einer beliebigen zur Tangente in M parallelen Sehne aj; + yy==0, 
d. h. er genügt der ersten Gleichung (4), welche die Gerade OM dar- 
stellt. Nennt man also den Ort der Mittelpunkte einer Schar paralleler 
Sehnen einen Durchmesser, so sieht man, dass die Durchmesser 
eines Kegelschnitts die durch den Mittelpunkt hindurch- 
gehenden Geraden sind. 

§ 28. Scheitel und Azen. 

Axen nennt man diejenigen Durchmesser, welche Normalen des 
Kegelschnitts sind, und Scheitel ihre Schnittpunkte mit demselben. 
Soll M ein Scheitel sein, so ist dazu nach den Formeln (3) erforder- 
lich, dass y verschwindet. Alsdann hat die Strecke Oüf die Länge 

a == "2^ = -^ • Inzwischen wird die Gleichung des Kegelschnitts, wenn 

man für den Augenblick den Anfangspunkt nach verlegt, 

(5) ax* + /Jy« +2yxy = -J 

und reduciert sich, wenn M ein Scheitel ist und man 6* = — setzt, auf 

(6) aV + 6V = a«6^ 

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man sich rasch einen Überblick 
über die Gestalt der Gurve in den verschiedenen Fallen verschaffen. 



§ 28. Scheitel und Azen. 
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Man überzeugt sich dabei ^ dass es zwei Axen giebt (die die Winkel 
der Asymptoten halbieren) und vier Scheitel^ die bei der Ellipse 
(b^ > 0) samtlich reell und von denen bei der Hyperbel (6* < 0) 
zwei reell und zwei imaginär sind. Wir 
werden bestandig mit a die positive Wurzel 

von a* und mit 6 oder mit — die positive 

Wurzel von 6* oder — 6* bezeichnen und im 
ersten Falle a>b voraussetzen, indem wir, 
wenn es nötig ist, a mit b vertauschen. Nach 
diesen Vereinbarungen unterscheiden wir in 
beiden Fällen die eine, stets reelle Axe, auf 
welcher der Kegelschnitt die Strecke 2 a be- 
stimmt, von der andern durch die Bezeichnung Focalaxe. Dies 
vorausgeschickt wollen wir die Focalaxe um und um d^ sich drehen 
lassen und ihre neuen Lagen als x- bezw. y-Axe wählen. Die Glei- 
chung (6) transformiert sich in 

a\xBme + yBiney + 6«(a?cosÖ + ycosÖ^ = a*&^ 

Sie wird von dem Gliede xy frei sein, wenn man 0' derart an 
bindet, dass sich a^sin ö sin 6' -|- &*cos ö cos 0' auf Null reduciert, wenn 
man also zwischen und 0' die Relation aufstellt 




Fig. 89. 



iV 



tgötgÖ'=-f. 



Die Gleichung erhält also wieder die Form (6), und da för jeden Wert, 
den man einer der Goordinaten erteilt, die andre gleiche und entgegen- 
gesetzte Werte annimmt, so sieht man, dass die Durchmesser des 
Kegelschnitts sich paarweise einander zuordnen lassen derart, dass bei 
jedem Paare jeder Durchmesser die zu dem andern parallelen 
Sehnen halbiert. Zwei derartige Durchmesser nennt man conju- 
giert. Man bemerke, dass jede Asymptote mit sich selbst conjugiert 
ist, und dass das einzige Paar orthogonaler conjugierter Durchmesser 
von den beiden Axen gebildet wird. Hierbei schliessen wir jedoch 
die Gleichheit zwischen b und a aus, welche nur stattfindet, wenn der 
Kegelschnitt sich auf einen Kreis reduciert. Es ist femer nützlich zu 
bemerken, dass nur beim Kreise und bei der gleichseitigen 
Hyperbel jedes orthogonale Durchmesserpaar zu einem an- 
dern orthogonalen Paare conjugiert ist, da zum gleichzeitigen 
Bestehen von 

tg0tgö'= — ||, cotöcotd'« — |i 
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offenbar erforderlich ist a* = 6*, d. h. a* == + 6*. Wir werden bald 
sehen, dass man bei Annahme des untern Vorzeichens gerade die gleich- 
seitige Hyperbel erhält. 

§29. 

Die Berechnung der Halbaxen a und b lässt sich leicht ausführen 
auf Grund der Bemerkung, dass sich beim Übergange von (5) zu (6) 
eine durch die erste der Discriminanten 



a 



y ß 



a 











a 



aM 



definierte quadratische Form orthogonal in eine andre transformiert 
hat^ die durch die zweite Discriminante definiert wird. Eine solche 
Transformation lässt die orthogonalen Invarianten ungeändert, und es 
ist demnach 

woraus sich ergiebt 

(8) a» + 6> = ^^ + «, «6 = 



J%} 



J^ 



1 

J2 



Diese Formeln zeigen, dass die gleichseitige Hyperbel durch die 
Relation b = ia charakterisiert wird, und dass für die Parabel a 
und b unendlich sind. Wenn man überdies die Relation 



(9) 



a^b' 






(a»+&»)8 (a + ft8 



beachtet, die man durch Elimination von ^ aus (8) erhält, so sieht 
man folgendes: Lässt man y^ unter Festhaltung von a und ß zunehmend 
nach aß convergieren, so verwandelt sich die durch die Halbaxen a und 
b definierte Ellipse allmählich in eine Parabel, und zwar geschieht dies 
in der Weise, dass die Halbaxen unbegrenzt wachsen, während die 
linke Seite von (9) beständig gleich einer bestimmten Länge p bleibt, 
die man den Parameter der Parabel nennt. Es folgt daraus, dass b 
nicht von derselben Ordnung wie a unendlich werden kann, sonst 
würde das erste Glied von (9) wie a ins Unendliche wachsen. Man 
muss also annehmen, dass b gegen a vernachlässigt werden darf, und 

dann geht (9) über in lim — =p* 
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§ 30. Die natürUohe Gleiohimg. 

Wir wollen den Anfangspunkt als beweglich längs der Curve be- 
trachten und die Gleichung (1) differenzieren ^ indem wir ausdrücken^ 
dass X und y die ünbeweglichkeitsbedingungen erfüllen ^ und gleich- 
zeitig beachten, dass a, ß^ y Functionen von s sind. Die dabei sich 
ergebende Gleichung 

(.-i.).+„_i(|f-V).'+i(|f+'f)^+(S+^V 

muss mit (1) zusammenfallen (§ 16). Folglich ist a = — , femer 

w I;-(«+tV' %-{»--y %-^-'-^- 

Die erste von diesen Formeln giebt sofort 

Man braucht nur die Werte von a und ;/ in die erste Gleichung (4) 
einzusetzen, um die von Mac-Laurin angegebene Gonstruction des 
Krümmungscentrums C^ der Evolute eines Kegelschnitts zu erhalten. 
In der That wird die genannte Gleichung ^QX=^ Q^y, und es lasst 
sich daraus folgern, dass, wenn der Durchmesser OM die Normale 
der Evolute in Q trifft, die Strecke QC^ von dem Kxümmungscentrum 
des Kegelschnitts im Verhältnis von 1 zu 3 geteilt wird. Zu der 
Formel (10) zurückkehrend, bemerken wir, dass 



ist, d. h. 



r«(« + '») = (« + ^)y» ^ = 2y^ 



1 j j _i 



^,log(« + /J) = ^,logp \ ^log^ = ^,log(, » 



Daraus folgt, wenn Ä und B zwei willkürliche Gonstanten bedeuten, 

(11) a + ß^ÄQ"^, ^^Bq"^. 

Andrerseits ist 

y9 = — a^-^a{a + ß)~J = — a»(l — Äg^ + Bq^) 
oder auch 

Also ist die natürliche Gleichung des Kegelschnitts 

dQ 



S = -7r 



J K — l + ulp3— 5^8 
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§31. 

Um die Gonstanten Ä und B als Functionen der Halbaxen zu 
bestimmen, erinnern wir an folgendes (§ 28): Wenn M ein Scheitel 
ist, so enthält die Normale den Mittelpunkt, mithin hat man auf 
Grund von (3) y = 0, und der Wert von a oder von b wird aus- 
gedrückt durch 

a cc 1 



Wenn man demnach in der Gleichung, die man durch Nullsetzen der 

rechten Seite von (12) erhalt, 9* = ^f- setzt, so besitzt die so 
transformierte Gleichung 

1 — ÄB0 + J5*i?» = 
gerade die Wurzeln a' und b^^ mithin hat man 

«* + 6' = ^, a'6» = Ji, 

und daraus ergiebt sich 

(13) Ä = {a^ + b^)(abf\ B^(abf\ 

Man bemerke überdies, dass auf der Focalaxe und auf der andern Axe 

(aber sonst nirgends) die Krümmung die Werte B*a'= p und J5*6'= -§ 

hat. Zu den Formeln (13) hätte man viel schneller auf einem andern 
Wege gelangen können, da offenbar zwischen den Formeln (11) und 
(8) kein Unterschied besteht; aber das von uns zur Ableitung von 
(11) eingeschlagene Verfahren hat den Vorteil, immer anwendbar zu 
sein, ohne Vorkenntnisse über die Eigenschaften der Gurv^e vorauszu- 
setzen. Unter Verwertung der Formeln (13) wird nunmehr die natür- 
liche Gleichung des Kegelschnitts 

(") »-T r ,, t: , . - 




-(^r)((vr-') 



Welche besondere Form hat diese Gleichung bei der Parabel und bei 
der gleichseitigen Hyperbel? Im Falle der gleichseitigen Hyperbel hat 

man b = ia, und die Formeln (13) Kefem Ä = 0, B= — a *. Dar 
gegen hat man bei der Parabel B=0, und der Wert von A wird 
erhalten, wenn man sich daran erinnert, dass die linke Seite von (9) 

den Parameter p darstellt, so dass Ä = p ' ist. Also sind die 
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naiürliclieii Oleichungen der Parabel und der gleichseitigen 
Hyperbel bezüglich 



(15) 






i 



7i/(i)'-' 



§ 32. Brennpunkte und Krümmung. 

Wir wollen untersuchen, bei welchen Curven die Summe der 
Entfernungen jed^s Punktes von zwei 
festen Punkten constant ist. Sind F{Ty 0) 
und F\r', ö') die beiden Punkte, so muss 
r -\- r =2a sein. Daraus folgert man durch 
Differentiation unter Beachtung der ersten ün- 
beweglichkeitsbedingung O-\-0'= x. Also hal- 
biert die Normale den Winkel zwischen 
den Badienyectoren. Femer leitet man aus 
den Bedingangen 




(16) 

durch Addition ab 

(17) 



dB i_ 1 «"^ ^ 

/7o O f* ' 



dB' 

ds 






sinÖ' 



l-(i+')»n.. 



Wenn man in dem Punkte N der Normale, der auf FF' liegt, eine 
Senkrechte auf der Normale errichtet, so bestimmt diese auf den 
Badienyectoren Abschnitte MH und MH' y deren Länge % durch die 

Formel A _ 1 j. 1 

gegeben ist. Nun erhält man aber aus (17) «. = (> sin 0, folglich 
gelangt man zur Gonstruction des Krümmungscentrums, in- 
dem man noch in H die Senkrechte auf dem Radiusvector er- 
richtet und sie in C mit der Normale zum Schnitt bringt. 
Inzwischen reduciert sich die Gleichung (17) auf die Form rr'^=aQ sin 6 
und giebt dann zu einer interessanten Bemerkung Anlass. Der Krüm- 
mungsradius der Fusspunktcurve von {M) inbezug auf F ist (§ 18, 1) 

/ r' ar 

^ ~ 2r— ^sinÖ ~ 2a — r' ~ ^' 

Also ist die Fusspunktcurve von {M) inbezug auf F (oder F') 
ein Kreis vom Radius a. Mit andern Worten: Man kann die 
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Gurve (Jf) immer als die Enveloppe der Senkrechten betrachten^ 
die auf den Geraden eines Büschels in deren Schnittpunkten 
mit einem Kreise errichtet sind. Zu den Formeln (16) zurück- 
kehrend^ wollen wir bemerken^ dass man aus denselben durch Sub- 
traction auch ableiten kann 



ds \r r / ao ' 



und da r -{- r' =2a ist, so erhalt man zugleich 
woraus sich durch Multiplication und Integration ergiebt 

(18) ^.in,-i-,.(D', s^ r."i ■ 

Andrerseits ist, wenn man mit 2 c die Entfernung FF' bezeichnet, 

4c* = r« + r'« + 2rr'cos 2« = (r + ry — Arr sin» 

= 4(a* — üQ sin* ö), 

folglich behält ag sin' bestandig den Wert a* — c* = 6*, und es ist 

(19) 9 ^- 

^ ^ ^ a sin' 6 

Wenn man jetzt in (18) für seinen Ausdruck als Function von q 
einsetzt, so gelangt man wieder zu der Gleichung (14) für den Fall 
6*>0. Also gehören die bisher erhaltenen Eigenschaften den Ellipsen 
an. Um zu den Hyperbeln zu gelangen, hat man sich nur die vor- 
stehenden Rechnungen unter Zugrundelegung der Relation r — r' = 2a 
wiederholt zu denken, d. h. unter der Voraussetzung, dass die Diffe- 
renz derEntfernungen von zwei festenPunkten constant bleibt. 
Man erhält dann sofort -{- 0'= 2%. Bei der Hyperbel ist es also die 
Tangente, die den Winkel zwischen den Radienyectoren hal- 
biert. Die übrigen Eigenschafben bleiben ungeändert. Die Punkte F 
und f nennt man die Brennpunkte des Kegelschnitts, 2c ist die Focal- 
distanz, und das Verhältnis h von c zu a nennt man die Excentri- 
cität des Kegelschnitts. OfiTenbar ist ä;< 1 bei der Ellipse, A;> 1 bei der 

Hyperbel und im besonderen Jfc = 0, 1, }/2 bei dem Kreise, der Parabel 
und der gleichseitigen Hyperbel. Wie liegen die Brennpunkte zu den 

Axen? Die Normale enthält die Brennpimkte, wenn ö = y ist. Als- 
dann zeigt die Formel (19), dass Q = — ist, und wir haben gesehen 
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(§ 31)^ dass dies nur auf der Focalaxe eintritt. Femer befindet sich 

dann der Mittelpunkt von FF' in der Entfernung --(r '\- r')^=^ a von 

M und fällt also mit dem Mittelpunkte der Gurve zusammen. Demnach 
liegen die Brennpunkte auf der Focalaxe und sind gleich 
weit vom Mittelpunkte entfernt. 

§ 33. Anwendung anf die Parabel. 

a) Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen sind nicht auf die 
Parabel anwendbar. Aber die gewonnenen Schlussfolgerungen gelten für 
einen durch beliebig grosse Halbaxen definierten Kegelschnitt und sind dem- 
nach schliesslich in einer speciellen Form auch für die Parabel gültig. Man 
halte die Focalaxe einer Ellipse und auf der Axe einen Scheitel fest und 

lasse dann a und h unbegrenzt zunehmen derart, dass das Verhältnis — 

nach p convergiert Die andern Scheitel, der Mittelpunkt und ein Brenn- 
punkt F' werden ins unendliche fortrücken, dagegen wird sieb der Brenn- 
punkt F einer Grenzlage nähern, in welcher seine Entfernung vom Scheitel 

lixn(a-c) = lhn-^=lim|l = i-j, 
^ ^ a-\- c 2a 2^ 

ist. Die für die Ellipse gefundene Fusspunktcurve hat den Radius a und 
verwandelt sich daher für unendlich grosses a schliesslich in eine Gerade, 
welche der Symmetrie wegen auf der Axe senkrecht stehen muss. Da der 

Fusspunkt des von F auf die Scheiteltangente ge- 
fällten Lotes der Scheitel selbst ist, so können wir also 
behaupten, dass die Fusspunktcurve einer Pa- 
rabel inbezug auf denBrennpunkt die Scheitel- 
tangente ist. Das von F auf die Tangente in M 
gefällte Lot möge in P die Tangente und in G^ die 
durch M ziu- Axe gezogene Parallele treiBTen. Be- 
achtet man, dass diese Parallele die Grenzlage des 
Badiusvectors MF' ist, so erkennt man sofort, dass 
pj jj die Tangente in M den Winkel FMG hal- 

biert. Also ist das Dreieck FMG^ dessen Winkel- 
halbierende in M senkrecht auf der Basis steht, gleichschenklig. Daraus 
folgt zunächst, dass P die Basis FG halbiert. Mithin sind, wenn Q der 
Fusspunkt des von M auf die Tangente im Scheitel A gefällten Lotes ist, 
die Dreiecke PQG und PAF congruent. Also ist AP = PQ^ d. h. zur 
Construction der Tangente in M genügt es, M mit dem Mittel- 

punkte von AQ zu verbinden. Femer ist QG =AF= y> mithin liegt 

der Punkt G auf dem Lote, welches in dem zu F inbezug auf A symmetri- 
schen Punkte auf der Axe errichtet ist. Die so construierte Gerade nennt 
man die Directrix der Parabel. Zu einer einfacheren Construction der 
Tangente (oder der Normale) gelangt man durch die Bemerkung, dass der 
Normalenabschnitt MN gleich und parallel GF ist, dass mithin seine Pro- 
jection auf die Axe gleich derjenigen von GFy d. h. gleich p ist. Es wird 

CetitrOi natürl. Oeometrie. 4 
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also genügen, auf der Axe von der Projection des Punktes M aus eine 
Strecke von der Länge p abzutragen, und zwar in der Richtung, welche 
vom Scheitel nach dem Brennpunkte führt. Der Endpimkt dieser Strecke 
wird, verbunden mit itf, die Normale in M liefern. Endlich ist, eben 
weil FMG gleichschenklig ist, MF == MG, Also ist jeder Punkt der 
Parabel gleich weit entfernt von der Directrix und vom Brenn- 
punkte. 

b) Gehen wir jetzt zur Construction des Krümmungscentrums über. 
Aus den in § 32 angegebenen Gründen hat man im Schnittpunkte N der 
Normale mit der Axe ein Lot auf der Normale zu errichten, das den 
Radiusvector MF in H trifft, dann in H ein Lot auf dem Radiusvector, 
das die Normale in C trifft Bemerkt man nun, dass die Dreiecke MFN, 
NFH gleichschenklig sind, so sieht man sofort, dass MH von F halbiert 
wird. Es ist also unnötig, H y^u construieren, da es offenbar genügen wird, 
in F auf dem Radiusvector ein Lot zu errichten und seinen Schnittpunkt R 
mit der Normale zu bestinmien. Das gesuchte Krümmungscentrum wird 
der zu M inbezug auf R symmetrische Punkt sein. Mit andern Worten: 
Die Projection des Krümmungsradius auf den Radiusvector ist 
doppelt so gross als der Radiusvector selbst. Ist S der Schnitt- 
punkt der Normale und der Directrix, so sind die rechtwinkligen Dreiecke 
MFR, MGS congruent, da sie in M gleiche Winkel haben und andrer- 
seits, wie wir gesehen haben, MF=MG ist. Es folgt daraus MR=^MSj 
und man erhält auf diese Weise eine zweite Construction des Krümmungs- 
centrums, auf Grund deren man sagen kann, dass die Parabel der Cycloide 
und der Kettenlinie (§ 18, d, e) analog ist: der Krümmungsradius ist 
doppelt so gross als die Strecke, welche die Directrix auf der 
Normale vom Incidenzpunkte aus abschneidet. 



§ 34. Oaflaini'sohe Ovale. 

Cassini'sche Ovale oder Gassinoiden nennt man die Örter der 
Punkte, für welche das Product der Entfernungen von zwei 
festen Punkten constant ist. Es seien F und F' die beiden festen 
Punkte, die wir der Kürze wegen als Brennpunkte bezeichnen werden; 
26 sei ihr Abstand, der Mittelpunkt von FF' und tf; die Neigung 
von OM gegen FF\ Offenbar ist ein Mittelpunkt der Curve. 
Wenn nämlich ein Punkt der Definition genügt, so thut das Gleiche 
der inbezug auf zu ihm symmetrische Punkt. Aus einem analogen 
Grunde können wir hinzufügen, dass die Curve inbezug auf die Focal- 
axe und die in auf der genannten Axe errichtete Senkrechte sym- 
metrisch ist. Sind nun r und 6 die Polarcoordinaten des Mittelpunktes, 
so sind die Entfernungen des Anfangspunktes M von den Brennpunkten 

gegeben durch )/r^ + 26r cos ^ + ^*? ^^^ ^^^ Definition der Curve 
drückt sich in der Gleichung aus 

(20) ^ — 2b^^ ^os 2tlf + 6* = a*. 
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Aus dieser erhält man durch Differentiation 

(21) r* cos ö = 6« cos (2^ — ö), 
wenn man beachtet^ dass 

d'tf) ä f y a\ 1 , <2d sin d 

dJ = 55<'9' + ^) = 7 + d^ T- 

iat. Die Elimination von r aaa (20) und (21) liefert nun 

(22) o« cos ö = 6* sin 2^, 
und (21) geht dann über in 

r^ ^ c? sin ö -j- 6* cos 2^ . 

Aus dieser Formel in Verbindung mit (20) gewinnt man die folgenden: 

(23) cos 2^^ 26^7^' ^"^^ 2^:v 

Denmach ist abgesehen vom Vorzeichen 

r24') = /-^= C 2a«r»(^r 

^ ^ ^ J cos ö ~ J y(-(a« ^ 2,1). _ ^4j |-^4 _ (^> _ jt)tj • 

Dagegen erhalt man^ wenn man (22) differenziert und alles als Function 
von r ausdrückt^ 

(25) 9 = 3r« -'!''+ ft^ • 

Die Elimination von r aus (24) und (25) würde alsdann die natür- 
liche Oleichung der Gassinoiden liefern. 

§35. 

Die Elimination hat keine Schwierigkeit^ wenn a = & ist. Als- 
dann erhält die Cassinoide den Namen Lemniscate. Die Formeln 

(24) und (25) gehen über in 

(26) '-Jyn^^' 9 = 17' 

und die Elimination von r giebt 



3 / * <^» 



nachdem man c = ya]/^ gesetzt hat. Dies ist die natürliche Glei- 
chung der Lemniscate. Sie zeigt, dass q von seinem kleinsten 
Werte e an beständig und unbegrenzt wächst, während nach (26) r 
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von dem Maximum a}^ bis zn Null abnimmt Andrerseits werden 

die Formeln (23) 

(27) cos 2((' = sin e = ^,, 

mithin ist il» = + — f ür r = und = -^ ^^ *■ = oyi. Zieht man 
also die Symmetrie der Gurre inbezng auf die Foc&laxe in Betracht, 
80 erkennt man, daas die Lemniscate durch den Mittelpunkt mit zwei 
Zweigen hindurchgebt, welche daselbst beide einen Wendepunkt haben 
und sich unter rechtem Winkel schneiden. Ferner trifft eie in zwei 
andern Funkten, die in der Entfernung aYZ vom Mittelpunkte liegen, 
die Focalaze senkrecht. Überdies zeigen die Formeln (37), dass 
immer 2^ = ^" — * '^' woraus folgt, dass die Neigung der 
Normale gegen die Focalaze dreimal so gross ist als die des 
Radinsvectors. Diese JEÜgenschaft gestattet in einem Punkte die 
Normale zu construieren, wenn die Brennpunkte gegeben sind. Will 
man ferner das £rümmung8centrum haben, so genügt die Bemerkung, 
dass infolge von (27) die zweite Formel (26) r = 3g sin 6 giebt, dass 
also die Projection des Krümmnugsradias anf den Radius- 
Tector MO der dritte Teil von MO ist. Auf Grund dieser Eigen- 
schaft kann man sagen, dass die Lemniscate der Parabel (vgL § 33, b) 
und der logaritbmiscben Spirale (§ 11, c) analog ist 

§36. 

Jede Cassinoide liegt mit allen ihren Punkten im Endlichen. In 

der That darf, wenn der Ausdruck (24) reell sein soll, r* nicht grösser 

ala a' + h* und niemab kleiner sein als der absolute Betrag von 

a* — 6*. Man ersieht inzwischen 

aus der ersten Formel (23), dass 

sin i> för J-* = o* + J» sowie für 

r* = ft' — o* verschwindet. Mithin 

trifift die Curve die Axe in vier 

Punkten, wenn o<b, und nur in 

zweien, wenn o > 6 ist. Die Art 

und Weise, wie r variiert, zeigt 

femer, dass die Curve im ersten 

Falle aus zwei gleichen Ovalen, im 

Flg. SS. ., . . . ' 

zweiten aus einem einzigen ge- 
schlossenen Znge besteht. Sie trifft die Focalaxe immer unter rechtem 
Winkel, ds cos nach (22) gleichzeitig mit sin ^ verschwindet Über- 
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dies erhält man aus (21) ^ = + ^ ^^ ^ "^ ^ ^ Y ' ^^"^ gehören 

die am weitesten von der Axe entfernten Punkte dem über der Focal- 
distanz als Darchmesser beschriebenen Kreise an. Es ist aber zu be- 
merken^ dass dieser Kreis die Curve nicht trifft^ wenn der Wert von r 
nicht zwischen den vorhin gefundenen Grenzen enthalten ist: dies 
findet statt für a > bY2. Setzt man femer r^ = a^ — 6^, so wird 

nach (23) ^ gleich -^^ ^^^ ^^^ erhält so die Schnittpunkte mit der 

im Mittelpunkte auf der Focalaxe errichteten Senkrechten. Die um 
diese Punkte als Mittelpunkte mit dem Radius a beschriebenen Kreise 
schneiden sich in den Brennpunkten. Dieser umstand gestattet die 
Brennpunkte in analoger Weise zu construieren, wie es bei den Kegel- 
schnitten üblich ist. Aus der zweiten Formel (23) ersieht man noch, 
dass die Tangente den Mittelpunkt enthält, wenn r* = 6* — a* ist, was 
nur bei den Cassinoiden mit zwei Ovalen (a < b) eintreten kann. 
Die Discussion der Formel (25) zeigt, dass die Krümmung an jenen 
Stellen ihren kleinsten Wert erreicht. Endlich hat man auf den aus 
einem Zuge bestehenden Cassinoiden (a > b) vier Wendepunkte für 

r* = Y(a* — 6*), vorausgesetzt dass dieser Wert von r zwischen die 

gefundenen Grenzen fällt, zu welchem Zwecke a < &]/2 sein muss. 
Wenn a>6]/2 ist, so ist die Cassinoide überall convex wie eine 
Ellipse, und ihre Krümmung variiert zwischen den Grepzen 

Alle diese Gurven lassen sich leicht mit Hilfe einer Transformation 
vom Index y (§ 18, k) aus einem Paare von Kreisen ableiten, die um 

die Brennpunkte als Centra mit dem Radius -j- beschrieben sind. Die 

beiden Kreise treffen sich entweder garnicht, oder sie treffen sich, 
indem sie die beiderseitigen Mittelpunkte aussen lassen, oder sie treffen 
sich so, dass in jeden der Mittelpunkt des andern hineinfällt. Je 
nachdem der eine oder der andre Fall stattfindet, erhält man alle 
Formen von Cassinoiden. Sie entsprechen bezüglich den Ahnahmen 

a<6, 6<a<6y2, by2<a. 

Im besondem entsteht die Lemniscate aus einem Paare gleicher sich 

berührender Kreise und die andre specielle Cassinoide (a = bY^ aus 
einem Paare von Kreisen, deren jeder durch den Mittelpunkt des andern 
hindurchgeht. 
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§ 37. Bibauoonr'sohe Oarven und Sinusspiralen. 

Wir stellen uns hier die Aufgabe^ diejenigen Curven zu studieren, 
bei denen der Krümmungsradius proportional dem vom Inci- 
denzpunkte aus gerechneten Normalenabschnitt ist, welchen 
die inbezug auf einen festen Ereis genommene Polare dieses 
Punktes abgrenzt. Wir werden den Ereis als Directrix (Leitkreis) 
und seinen Mittelpunkt als Pol bezeichnen. Zwei besondere Falle 
bieten sich hier unmittelbar dar. Die Directrix kann sich auf den 
Pol reducieren, und dann erhalten wir Curven, die durch folgende 
Eigenschaft charakterisiert sind: Die Projection des Erümmungs- 
centrums auf den Radiusvector teilt diesen in constantem 
Verhältnis. Diese Curven nennt man Sinusspiralen. Zu ihnen 
gehören z. B. die drei am Ende von § 35 angeführten Curven. Es 
kann andrerseits der Fall eintreten, dass die Directrix geradlinig ist^ 
und dann erhalten wir die Ribaucour'schen Curven, für die wir Bei- 
spiele in den drei am Schluss von § 33 erwähnten Curven besitzen. Bei 
ihnen ist der Erümmungsradius proportional dem zwischen 
dem Incidenzpunkte und einer festen Geraden enthaltenen 
Normalenabschnitt. Besonders bemerkenswert ist die Parabel, welche 
auf Grund der beiden in § 33 gefundenen Constructionen sowohl der 
einen wie der andern Gattung angehört. Dies vorausgeschickt sei H 
der Radius und das Centrum des Leitkreises, x und y seien die 
cartesischen Coordinaten des Punktes 0, r und seine Polarcoordinaten, 
imd es werde mit (n+ 1)() der Normalenabschnitt bezeichnet, der zwi- 
schen dem Incidenzpunkte M und der Polare von M inbezug auf den 
Leitkreis enthalten ist. Ziehen wir durch M eine Tangente an den 
Leitkreis. Der zwischen M und dem Berührungspunkte liegende Ab- 
schnitt derselben ist die Eathete eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen 
Hypotenuse r und dessen andre Eathete gleich jß ist, und hat als 
Projection auf die Hypotenuse (w + 1)(> sin ö. Mithin ist 

(28) r» — Ji> = (n + l)py. 

Differenziert man unter Berücksichtigung der Unbeweglichkeitsbedin- 
gungen, so ergiebt sich 

(29) {n - 1)qx — (w + l)Q^y = 0. 

Also teilt der Radiusvector den Erümmungsradius der Evo- 

n -I- 1 

lute in dem constanten Verhältnis ^^- Dies ist eine cha- 

schäftigen, da offenbar die Integration von (29) notwendig zu der 
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Formel (28) mit R als willkürlicher Constante zurückführt. Eine 
andre Eigenschaft kommt zum Vorschein, wenn man den Kreis be- 
trachtet, dessen Durchmesser der zwischen M und der Polare von M 
inbezug auf den Leitkreis enthaltene Normalenabschnitt ist. Wir wissen 
aus den Elementen der Geometrie, dass dieser Ereis orthogonal zu 
dem Leitkreise iaik. Sucht man nun seine Enveloppe, so hat man 
die Gleichung x^ -\- y^ =^ (n -\- 1) Qy zu differenzieren und gelangt als- 
dann wieder zu der Gleichung (29). Die durch diese Gleichung dar- 
gestellte Gerade trifft den Ereis in M und in einem andern Punkte M\ 
so dass die Enveloppe aus (M) und aus einer andern Curve (M') 
besteht. Inzwischen wird die Gleichung (29) von den Coordinaten des 
Pols befriedigt. Wenn M die Curve durchläuft, so dreht sich also 
die Gerade MM' um den Pol. Überdies sind die Tangenten der 
Enveloppe in M und in M\ da sie in diesen Punkten auch den ein- 
gehüllten Ereis berühren müssen (§ 17), antiparaUel inbezug auf MM\ 
Also ist die Curve {M') zu {M) invers (§ 18, j). 

§ 38. Die natürUohe Gleichung. 

Auf Grund der UnbewegHchkeitsbedingungen hat man 
(30) rdr = — xds = Qdy, 

femer nach Division durch (28) 

rdr dy 

r*—B^~ {n + l)y' 
mithin 

3 



(31) ^_jj» = („+i)c«(|)"+\ 

vorausgesetzt, dass n endlich und von und — 1 verschieden ist. Setzt 
man das letzte Ergebnis in (28) ein, so erhalt man 

_n — 1 

(32) ^-'(t)~ 

Den aus dieser Formel berechneten Wert von y braucht man nur in 
(31) einzusetzen, um auch x zu erhalten. Man findet 



n+l 



W. 



2n n-j-l 

pXn— 1 , B* / Q\ « — 1 



(38) . = c (I) -T (« + 1) (|)-+ f © -- 1, 



_ n-j-l 



(34) s = 
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Endlich ist auf Grund von (30) s = — / — dy, d. h. 

yi/(„+i)(i)-'+f(i)--i 

Dies ist die allgemeine natürliche Gleichung unserer Curven. Man 
gelangt dazu leichter unter Benutzung der Formel (29), die sofort 

s = ^ I —dg liefert: u. s. w. 

§39. 

Bevor wir weiter gehen, woUen wir auf einige Consequenzen der 
Formeln (31) und (32) aufmerksam machen. Wird vorläufig der Fall 
eines unendlich fernen Pols bei Seite gelassen, so sieht man leicht 
folgendes: Wenn w*^ 1 ist, so kann die Curve die Directrix nicht 
unter schiefem Winkel treffen noch ausserhalb derselben 
einen Wendepunkt oder einen Rückkehrpunkt besitzen, da in 
den Schnittpunkten der Curve mit der Directrix (r = JB) imd nur in 
diesen Punkten die EJrümmung null oder unendlich wird. Überdies 
treffen die Curven, deren Index kleiner als — 1 ist, die Directrix 
garnicht und sind demnach frei von Wendepunkten und Spitzen; 
bei denjenigen, deren Index grösser als — 1 ist, aber kleiner als 1, 
ist die Krümmung im Endlichen niemals null; und die Krüm- 
mung derjenigen, deren Index grösser als 1 ist, ist immer endlich. 
Im besonderen gilt folgendes: Die Krümmung einer Sinusspirale 
kann in endlicher Entfernung vom Pol und ausserhalb dieses 
Punktes weder verschwinden noch unendlich werden. Daraus 
folgt z. B., dass eine Sinusspirale nur eine einzige Spitze oder einen 
einzigen asymptotischen Punkt oder einen einzigen Wendepunkt be- 
sitzen kann, und dass mit diesem notwendig der Pol zusammenfällt. 
Die Spiralen mit einem Index, der kleiner als — 1 ist, sind frei von 
derartigen Punkten, da sie den Pol nicht enthalten. Schliesst man die 
Sinusspiralen (R = 0) aus, so ergiebt sich das Verhalten unserer 
Curven in der Nahe der Directrix ohne Schwierigkeit aus ihrer natür- 
lichen Gleichung. In der That überwiegt, wenn q null oder unendlich 
wird, in der Gleichung (34) unter dem Wurzelzeichen schliesslich immer 
der mittlere Term. Daraus folgt, dass sich die Curve in der Umgebung 
jedes reellen Schnittpunktes mit der Directrix so verhält, als ob ihre 
Gleichung die Form hätte ^^5"""^= Const., und man kann sie, je nach- 
dem n grösser oder dem absoluten Betrage nach kleiner ist als die Ein- 
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heit, einem derjenigen Cnrventypen (§ 24, i) zuschreiben, bei denen die 
Krümmung proportional einer Potenz des Bogens ist, und die bezüg- 
lich durch die Elothoide und durch die Kreisevolvente vertreten werden. 
Man kann noch hinzufügen (§ 11, e), dass, wenn n rational, aber nicht 
gleich dem Quotienten von zwei ungeraden Zahlen ist, die Ourve über- 
all, wo sie den Leitkreis trifft, einen Rückkehrpunkt hat, mithin ganz 
innerhalb oder ganz ausserhalb des Leitkreises liegt. Offenbar 
behält diese letzte Behauptung ihre Gültigkeit bei allen Curven mit 
einem Lidex n< — 1, eben deshalb, weil solche Curven die Directrix 
gamicht treffen. 

§ 40. Beispiele. 

a) Jeder Wert des Index n definiert eine Curvenfamilie, die immer 
eine iÜbaucour'sche Curve und eine Sinusspirale einschliesst. Die einfachste 
von allen ist die diu-ch den Index 1 definierte: die Gleichung (32) sagt 
uns sofort, dass es sich um eine Familie von Kreisen handelt. Ist a die 
Entfernung des Pols vom Centrum eines Kreises mit dem Badius 2), so 
kann man auf der Peripherie dieses Kreises immer einen Punkt derart 
wählen, dass die Coordinaten des Pols x = a^ y = h sind, und dann liefert 
die Formel (28) R^ = a^ — h^. Demnach ist der Leitkreis zu dem ge- 
gebenen Kreise orthogonal, und dies ist der einzige vorkommende Fall, wo 
die Curve und ihre Directrix sich treffen, ohne dass die Krümmung null 
oder unendlich wird. Im besondem kann man einen beliebigen Kreis als 
Sinusspirale oder als Ribaucour'sche Curve betrachten, jenachdem der Pol 
auf den Kreis selbst verlegt wird oder ins Unendliche fortrückt. 

b) Interessant ist die durch den Index — 2 definierte Curvenfamilie. 
Sie besteht aus allen Kegelschnitten. Um sich davon zu überzeugen, 
genügt die Bemerkung, dass für w = — 2 die erste in § 37 bewiesene 
Eigenschaft zu der Mac-Laurin'schen Construction (§ 30) ffihrt, und auf 
diese Weise erkennt man ausserdem, dass bei den Kegelschnitten der Pol 
im Mittelpunkte liegt. Übrigens reduciert sich die Gleichung (34) gerade 
auf die Form (14), wenn man n= — 2, c* == a&, iJ* = a* -(- 6* setzt, 
und die Formeln (33) werden 



-(#K('-(^r)fe)'-i). »-(^r 



X 

Dies sind die Coordinaten des Mittelpunktes, da in den Scheiteln d. h. für 

Q ="r" oder ^ = — die Grösse x verschwindet, während y gleich t oder gleich 

a wird. Betrachtet man femer den für M gefundenen Wert, so sieht man, 
dass der Leitkreis eines Kegelschnitts der umbeschriebene Kreis 
des über den Axen construierten Rechtecks ist. Da B bei der 
gleichseitigen Hyperbel verschwindet und bei der Parabel unendlich wird, 
so kann man hinzufügen, dass die Sinusspirale und die Bibaucour- 
sche Curve vom Index — 2 mit der gleichseitigen Hyperbel bezw. 
der Parabel identisch sind. Welcher Art auch der Kegelschnitt sein 
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mag, immer liefert die blosse Definition unserer Curven eine neue Cod.- 
struction des Krümmungscentroms. Denn sie sagt uns, dass dasselbe 
symmetrisch ist zu dem Schnittpunkte der Normale und der Polare 
des Incidenzpunktes inbezug auf den Leitkreis. Endlich gestattet 
die am Ende von § 37 bewiesene Eigenschaft zu behaupten, dass die- 
jenigen Kreise, welche inbezug auf die Tangenten zu den über den 
Krümmungsradien eines Kegelschnitts beschriebenen symmetrisch 
sind, den Leitkreis senkrecht schneiden und noch von einer 
zweiten Curve eingehüllt werden, die inbezug auf den Mittel- 
punkt zu dem betrachteten Kegelschnitt invers ist. 

c) Noch interessanter ist die Curvenfamilie, welche dem Wert des 
Index entspricht. Die Formel (31) passt nicht fOr alle Curven der Familie, 
da die Wahl der Constanten so getroffen wurde, dass dieselbe für w = auf- 
hört willkürlich zu sein. Man braucht aber nur die rechte Seite von (31) 
mit einem constanten Factor k zu multiplicieren. Dann erhält man aus 
den Formeln (31) und (28) r^ — E* = ky^ = gy^ femer wird 



X 



= -iyi}c-lh' + k»R', y = 4-. 



Übrigens sind zur Auffindung aller Curven vom Lidex keine neuen Rech- 
nungen erforderlich. Denn die Gleichung (29) wird qx -{- Q^y = und 
sagt uns, dass das Krümmungscentrum der Evolute dem Badius- 
vector angehört. Nun wissen wir aber (§ 24, g), dass diese Eigenschaft 
die cjcloidalen Curven charakterisiert, wenn man so alle durch die all- 
gemeine natürliche Gleichung 

Q^ == as* -(- 2ßs + y 

dargestellten Curven nennen will. Wir haben gesehen, dass diese Gleichung 
für a<C — 1 die Hypocycloiden darstellt, für a= — 1 die Cycloiden, 
für — l<a<0 die Epicycloiden, für a = die Kreisevolventen, 
für a>0 zwei Familien von pseudocycloidalen Curven, und zwar mit 
oder ohne Spitze, je nach dem Vorzeichen von ß^ — ay. Zwischen den 
beiden letzteren stehen sozusagen die logarithmischen Spiralen, für 
welche ß^ = ay ist. Bemerkt maA, dass 

9, = «5 + |3 = V«9» + (|S» - «y) 

ist, so liefert die Fonnel (29) 

und durch Vergleichung mit dem obenstehenden Wert von x ergiebt sich 
A; == 1 -f- a, k^B!^ = ß^ — ay, d. h. der Radius des Leitkreises ist durch 
die Formel 

1 + a 

gegeben, und es wird auf diese Weise klar (vgl. § 8, e), weshalb die eine 
der beiden Familien von pseudocycloidalen Curven keine Spitze hat: diese 
müssen in der That dem Leitkreise angehören (§ 39), der im Falle j3*<ay 
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imaginär ist. Der Wert von E wird unendlich für a = — 1 und ver- 
schwindet für ß^=ay. Also sind die ßibaucour'sche Curve und die 
Sinusspirale vom Index mit der CycUnde bezw. der logarUh- 
mischen Spirale identisch. Bemerkt man femer, dass, wenn q ver- 
schwindet, x = — 2?, y = wird, so erkennt man, dass der Pol nichts 
andres als der Treffpunkt der Cuspidaltangenten ist. Der Leitkreis ist 
demnach gerade der, dem wir ursprünglich (§ 8, d) diesen Namen beigelegt 
haben. Endlich nehmen die in § 37 angeführten Eigenschaften ftir n = 
eine sehr einfache Form an: das Erümmungscentrum einer cycloi- 
dalen Curve in einem Punkte M gehört der Polare von M in- 
bezug auf den Leitkreis an. Überdies schneiden die über den 
Krümmungsradien einer cycloidalen Curve beschriebenen Kreise 
den Leitkreis senkrecht und werden noch von einer zweiten 
Curve eingehüllt, die zu der gegebenen invers ist. 



§41. 
Lässt man c nach Null oder nach Unendlich convergieren, je nach 

dem Werte von w, so kann man erreichen, dass c*~* mit B unbegrenzt 

zunimmt Aber das Verhältnis dieser Orossen wird den endlichen und 

«+1 

bestimmten Wert a"""^ haben, wenn man 



c\»--i 



setzt. Alsdann wird die Gleichung (34) 
(35) s = ^^+i /^ ^^- 






5« + l 



(i) - 

Dies ist die natürliche Gleichung der Bibaucour'schen Curven. 
Wir wissen bereits, dass man für n = 1 einen Kreis, für n = eine 
Cycloide, für w = — 2 eine Parabel finden muss. In der That 
giebt für w = die Formel (35) 5^ + 9* = a*, und für w = — 2 
findet man die erste Gleichung (15) wieder. Für n = 3 und für 
n = — 5 erhält man die folgenden Curven: 

die deshalb bemerkenswert sind, weil man nur s in — s und 25 be- 
züglich zu verwandeln braucht, um die Gleichungen der Lemniscate 
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und der gleichseitigen Hyperbel zu erhalten. Für n = ^ erhSlt 

ö 

man eine Curve, die der durch die Gleichung 



vi 



Qdg 



dargestellten Schar paralleler Curven (§ 19) angehört, und da man fär 
b = Y^ findet 4s* -j- (>* = Const., so kann man sagen, dass die 
Ribaucour'sche Curve vom Index — — Parallelcurve einer 

Astroi de (§ 8, d) ist. Lässt man endlich n ins unendliche wachsen, 
so erhält man eine Kettenlinie gleichen Widerstandes. Diese ist aber 
keine Ribaucour'sche Curve. Das wird sofort klar, wenn wir uns er- 
innern, dass wir zu der Gleichung (34) unter der Voraussetzung eines 
endlichen n gelangten. 

§42. 

Es ist nötig, zu bemerken, dass man bei den Ribaucour'schen 
Curven für die Polare von M inbezug auf den Leitkreis ohne weiteres 
die Directrix setzen darf. Allerdings ist zu beachten, dass die erstere 
und nicht die Directrix diejenige Gerade ist, welche auf der Normale 
einen Abschnitt proportional q bestimmen soll. Es ist aber klar, dass 
das Gleiche von der Directrix gesagt werden kann, da diese offenbar 
den Abstand zwischen M und der Grenzlage seiner Polare halbiert. Ist 
übrigens q der Normalenabschnitt, den eine Senkrechte zu OM be- 
stimmt, die im Abstände r — R von M liegt und die infolgedessen 
den Leitkreis berührt und mit unendlich zunehmendem jß allmählich 
in ihn übergeht, so hat man 

r — -B = g'sinö, lim-p = l. 

Demnach wird die Formel (28) 



{l + ^)q = (n + l)Q, 



für unendliches -B also 2^ = (n -j- l)p. Endlich wollen wir bemerken, 
dass die Formel (32) 

'»-^ = lim — |— = lim ~ lim — ^^ = a "-* sin 

an Jx Bit 

liefert, woraus sich ergiebt: 

n-i , _a_ 

p = a(sin0) «+S Um(r — Ji) = ^^a(sin0)»+i. 
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Die Discussion dieser Formeln zeigt^ dass die Directrix einer Bi- 
baucour'schen Curve Normale derselben ist in allen reellen oder 
imaginären Punkten^ wo die Curve mit ihrer Tangente eine Berüh- 
rung von einer niedrigeren oder höheren Ordnung als gewöhnlich hat. 
Die Curven vom Index n< — 1 treffen die Directrix nicht 
und sind demnach frei von Wendepunkten und Spitzen; bei den- 
jenigen^ deren Index grösser oder dem absoluten Betrage nach kleiner 
als 1 ist; wird die Krümmung auf der Directrix null bezw. unendlich. 
In der Umgebung der Directrix wird die Curve auf Grund von (35) 
annähernd durch die Gleichung q^s^—^ = Const. dargestellt^ mithin 
sind die am Ende von § 39 gemachten Bemerkungen auch auf die 
Bibaucour'schen Curven anwendbar. Wichtig vor allen sind die Curven, 

bei welchen das Verhältnis -^ eine ganze Zahl v ist, d. h. die Curven 

vom Index 1. Ribaucour hat sie in vier Geschlechter ein- 

geteilt: fär t^ > hat man das cycloidische imd das circulare 
Geschlecht, für i/<0 das parabolische und das catenoidische Ge- 
schlecht, je nachdem in jedem Falle v gerade oder ungerade ist. Man 
bemerke, dass die einfachsten Curven in den vier Geschlechtem den 
Werten Ö, 1, — 2, — 3 (v = 2, 1, — 2, — 1) des Index entsprechen 
und gerade die Cycloide, der Kreis, die Parabel und die Kettenlinie 
sind, nach denen die entsprechenden Geschlechter ihre Namen haben. 

§43. 

Es genügt, in (34) i{ = zu setzen, um die natürliche Glei- 
chung der Sinusspiralen zu erhalten: 

(36) o_»» + i /• ^Q 






n— 1 



©■"' - 



Man bemerke, dass die vorstehende Gleichung, wenn s mit 1 -\ 

multipliciert wird, wieder eine Bibaucour'sche Curve, und zwar vom 
Index 2w — 1, darstellt. Wir wissen bereits, dass man för w=l 
einen Kreis, fOr w = eine logarithmischen Spirale, für n = — 2 

eine gleichseitige Hyperbel hat. Für n = — ^ ^^^ ^^^ ***^ — 2 

reduciert sich (36) auf die beiden Gleichungen (15), welche die Pa- 
rabel und die gleichseitige Hyperbel darstellen. Beachtet man, dass im 
Scheitel der Parabel der Pol den Krümmungsradius halbieren muss und 
dass andrerseits p die Länge des letzteren ist, so sieht man, dass im 
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Falle der Parabel der Pol mit dem Brennpunkte identisch ist. Was die 
gleichseitige Hyperbel anbetrifft^ so wissen wir bereits^ dass bei ihr 

der Pol der Mittelpunkt ist (§ 40, b). Für n = y giebt die Glei- 
chung (36) s* -|- 9^* = Const., und für n === 2 findet man die Glei- 
chung der Lenmiscate (§ 35). Also sind die durch die Indices -^ 

und 2 definierten Sinusspiralen die Cardioide (§ 8, d) und die 
Lemniscate. Die in § 39 gemachten Bemerkungen gestatten hinzu- 
zufügen, dass der Pol der ersten in der einzigen Spitze liegt, welche 
die Curve besitzt, und der Pol der zweiten der Mittelpunkt ist, da in 
ihm, wie wir gesehen haben, die Curve Inflexionen hat. EndUch er- 
hält man für w = -g- eine Curve, die der Schar von parallelen Curven 
angehört, welche durch die Gleichung 

s == — 2 C ^^^ 

dargestellt werden. Da diese für 6 = — a in s* -(- 4(>* = Const., die 

Gleichung einer Epicycloide mit zwei Spitzen, übergeht, so sieht man, 

dass die Sinusspirale vom Index -^ Parallelcurve einer be- 
stimmten Epicycloide ist. 

§44. 

Die in § 37 gefundenen Eigenschaften nehmen im Falle der 
Sinusspiralen eine einfachere Form an. Zum Beispiel: Die vom Pol 
aus an eine Sinusspirale gezogenen Berührungskreise be- 
stimmen auf den Normalen Abschnitte, die den Krümmungs- 
radien proportional sind. Dies folgt unmittelbar aus der Defini- 
tionsgleichung (28), welche im vorliegenden Falle r = (w + !)(> sin ö 
wird und uns mit grosser Leichtigkeit noch andre Eigenschaften der 
Sinusspiralen erkennen lässt. Nennt man z. B. % und ^ die Neigungen 
der Normale und des Badiusvectors gegen eine feste Normale und 
schreibt die obengenannte Gleichung in der Form 

1 , , ^ >, sin ö 

_ = („ + i)__, 

so leitet man daraus durch Integration ab % = (w -[- 1)^, wenn man 
sich daran erinnert, dass 

dx 1 dif} sin 

ds ^ ' da r 
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ist. In dem erhaltenen Resultate erkennt man unmittelbar die Ver- 
allgemeinerung einer bekannten Eigenschaft der Lemniscate (§ 35). 
Es folgt daraus der Satz: Dreht sich der Radiusvector gleich- 
förmig um den Fol; so thut die Tangente dasselbe inbezug 
auf den Berührungspunkt. Auf diese Eigenschaft bezieht sich 
die (zu umständliche) Bezeichnung „Gurven proportionaler In- 
flexion" die Laqui^re für die Curven vorgeschlagen hat, welche man 
gewöhnlich doppelt unzutreffend Sinusspiralen nennt. Für B = liefern 
nunmehr, wenn man, wie es bereits bei der Reduction von (34) auf 



(36) geschehen musste, ^ = (w + l) *" setzt, die Formeln (31) und (33) 

1 n-fl 



r = (« + l)a(^) , y = (n + l)a(|) "-\ 

Inzwischen zeigt die Oleichimg (36), dass q nur, wenn < n < 1 ist, 
verschwinden und nur, wenn w < oder n > 1 ist, unendlich werden 
kann. Andrerseits sagt uns die erste der beiden vorstehenden Formeln, 
dass, wenn die Krümmung null oder unendlich wird, der Radiusvector 
r unendlich wird oder verschwindet, jenachdem n negativ ist oder 
nicht. Also haben nicht nur die Sinusspiralen mit einem Index 
f» < — 1, wie in § 39 gesagt worden ist, sondern alle Sinusspiralen 
mit negativem Index die Eigenschaft, den Pol nicht zu ent- 
halten. Dieser ist dagegen immer ein Punkt der Gurve, wenn n^O 
ist; und da die Gleichung (36) in der Umgebung der Werte und c» 
von Q die Form q = ks^"^ annimmt, so sieht man (§ 11, e), dass die 
Sinusspiralen mit positivem Index im Pol einen Inflexions- 
punkt oder einen Rückkehrpunkt haben, je nachdem der 
Index der Quotient einer geraden Zahl durch eine ungerade 
Zahl oder umgekehrt ist; und sie verhalten sich daselbst wie 
in einem gewöhnlichen Punkte, wenn der Index der Quotient 
von zwei ungeraden Zahlen ist, obwohl sie dort mit der Tan- 
gente eine höhere oder niedrigere Berührung haben, je nachdem n grösser 
oder kleiner als 1 ist. Zwischen diesen Spiralen und denjenigen, die 
den Pol nicht enthalten (n < 0), steht die logarithmische Spirale 
(n = 0). Während bei den ersteren aUe Punkte im Endlichen liegen, 
erstrecken sich die letzteren ins Unendliche, und wenn man sich den 
Index stetig abnehmend denkt, so bezeichnet sein Durchgang durch 
Null den Augenblick, in welchem die Gurve den Pol verlässt, um sich 
ins Unendliche auszubreiten. Dieser Umstand giebt eine Erklärung 
dafür, wie es kommt, dass in diesem Augenblick allein die Gurve zu 
dem Pol asymptotisch ist. Endlich kann, wenn n < ist, der Erüm- 
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mungsradius nur unendlich werden^ und dann werden aueh r und s 
unendlich^ wahrend y nach Null oder nach Unendlich convergiert, je 
nachdem der absolute Betrag von n grösser oder kleiner ab 1 ist. Es 
folgt daraus^ dass nur die Sinusspiralen mit einem Index n< — 1 
mit Asymptoten behaftet sind^ die im Endlichen liegen. Diese 
Asymptoten gehen von dem Pol aus und bestimmen um ihn lauter 

Winkelraume von gleicher Grösse — • In der That convergiert, wenn 

der Punkt auf einem Zweige, der eine Asymptote zulässt, ins Unendliche 
fortrückt, ö nach einem Vielfachen von 7t. Wenn aber lim = — vor 
ist, so erhält man 

und zwei solche Werte, die zwei aufeinanderfolgenden Werten von v 
entsprechen, unterscheiden sich gerade um - • 

§ 45. TransfonnatioiieiL 

a) Die Sinusspiralen sind auch wegen der grossen Leichtigkeit be- 
merkenswert, mit der sich die einen aus den andern durch verschiedene 
Transformationen ableiten lassen. Wenn z. B. M' die Projection des Pols 
auf die Tangente einer Spirale (M) vom Index n ist, so sind, wie wir 
wissen, die Coordinaten des Pols inbezug auf {M^ r' = y^ 6'=6j und 
andrerseits ist der Krümmungsradius durch die Formel (§ 18, 1) 

/ ^ r« ^ n + 1 ^ r' 

^ 2r — psine 2n+l*' (n'+l)sinÖ' 

gegeben, wenn man n = , ^ setzt. Also ist die Fusspunktcurve 

einer Spirale vom Index n inbezug auf den Pol eine Spirale vom 

Index , . Z. B. sind die Fusspunktcurven der logarithmischen Spirale 

(inbezug auf den asymptotischen Punkt), der Parabel (inbezug auf den 
Brennpimkt), des Kreises (inbezug auf einen seiner Punkte), der gleich- 
seitigen Hyperbel (inbezug auf den Mittelpunkt) bezüglich eine logarith- 
mische Spirale, eine Gerade, eine Cardioide, eine Lemniscate; die Fuss- 
punktcurve einer Cardioide inbezug auf den Eückkehrpunkt ist Parallelcurve 
einer Epicycloide; u. s. w. Allgemeiner ist, wenn n eine ganze Zahl ist, 

die Spirale vom Index — die (n — l)-te Fusspunktcurve eines 

Kreises inbezug auf einen seiner Punkte; die Spirale vom Index 

2 

■z — -j^ ist die »-te Fusspunktcurve einer gleichseitigen Hyperbel 

inbezug auf den Mittelpunkt; u. s. w. 

b) Auf ähnliche Weise erhält man bei Anwendung der Transformation 
vom Index v (§ 18, k), wenn man bemerkt, dass a^~~^r = r* ist, 
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^ ~ r+(p — l)e8mö~ {n + v)Bine ~" (n'+ l)8inö' ' 

wobei n'= — gesetzt worden ist. Also entsteht durch eine Trans- 
formation vom Index v aus einer Spirale vom Index n eine Spi- 
rale vom Index — . Im besondem lässt sich die Fusspunktcurve einer 

Spirale vom Ijpdex n aus dieser Curve auch mit Hufe einer Transformation 
vom Index n -}- 1 ableiten. Für v = — 1 sieht man, dass zwei Sinus- 
spiralen mit gleichen und entgegengesetzten Indices inyerse 
Cur Yen sind. Es sind z. B. invers zueinander die folgenden Curven: zwei 
logarithmische Spiralen, Gerade und Kreis, Parabel und Cardioide, gleich- 
seitige Hyperbel und Lemniscate. Für andere Werte von v erkennt man, 
dass durch Transformation vom Index 2 aus der Geraden und dem Kreise 
eine Parabel und eine Cardioide hervorgehen, die auch durch Transformation 
vom Index 4 aus der gleichseitigen Hyperbel und der Lenmiscate ent- 
stehen; u. s. w. Endlich wollen wir bemerken, dass alle diese Curven sich 
leicht aus dem Kreise ableiten lassen, wenn man als Pol einen Punkt der 
Peripherie und die Tangente in diesem als Polaraxe annimmt. In der That 
geht jede Sinusspirale vom Index n aus dem Kreise durch eine 

Transformation vom Index — hervor. 

n 

§46. 

Dem Leser sei zur Übung die Untersuchung derjenigen Curven em- 
pfohlen, deren osculierende Kreise, nachdem man sie einer Dilatation (oder 
Contraction) von den entsprechenden Berührungspunkten aus unterworfen 
hat, unter constantem Winkel a einen festen Kreis schneiden. Ist R der 
Badius dieses Kreises und nimmt man an, dass durch die Dilatation der 
Durchmesser jedes osculierenden Kreises (n ~|- 1)^ wird, so führt eine 
analoge Bechnung wie die in § 38 leicht zu der natürlichen Gleichung 
dieser Curven: 

8 = ' ' 



n-f- 1 /^ 

""yi^+.,(fr+.i(ir»..+f(f)" 



l_l_l n/\a M -J l_5_l ein» 



Sm" tt 1 



Für a == — findet man die vorhin untersuchten Curven wieder und für 

R = bei beliebigem a die Sinusspiralen. Für unendliches R und a = 
lässt sich die Gleichung leicht auf die Form 

reduderen und stellt Curven dar, die eine gewisse Verwandtschaft mit den 
Bibaucour^schen haben. Anstatt wie diese einen gemeinsamen Durchmesser 
für alle dilatierten Osculationskreise zuzulassen, besitzen sie eine allen 

Celipro, natttrl. Geometrie. 6 
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diesen Ejreisen gemeinsame Tangente. Im besondem fallen die Tangenten in 
den Spitzen in eine zusammen, während dies bei den Bibauconr'schen Gurven 
fiir die Normalen stattfindet. Wendet man femer auf den Pimkt {x = Oj 

y = -a-{^ "f" ^)q) ^^^ in § 15 angegebene Verfahren an, so findet man, 

dass die dilatierten Osculationskreise ihre Mittelpunkte auf einer Bi- 

baucour'schen Gurve vom Index ___ haben. Daraus folgt, dass jede 

Gurve (37) sich auch als einer von den beiden Zweigen der Enveloppe aller 
Kreise betrachten lässt, die ihre Mittelpunkte auf einer Bibaucour'scheii 
Gurve haben und die Directrix dieser Gurve berühren. Ein sehr einfaches 

Beispiel erhält man fOr n = — , in welchem Falle die Gleichung (37) eine 

Epicycloide mit zwei Spitzen darstellt. Ihre Krümmungsradien werden in 
der That im Verhältnis von 2 zu 1 von dem Leitkreise geteilt, auf den 
die Mittelpunkte aller Kreise fallen, die zwischen die Epicycloide und einen 
Durchmesser des festen Kreises einbeschrieben sind. 



Viertes Kapitel. 
Berflhning und Oscnlation. 



§47. 

Wenn in einem Punkte M zwei Curven sich berühren, d. h. wenn 
ihre Tangenten in M zusammenfallen, so kann es vorkommen, dass 
auch die Erümmungscentra zusammenfallen. Verlegt man alsdann 
die Anfangspunkte nach Jf, so kann man die beiden Curven in der 
Umgebung von M als dargestellt durch dieselbe natürliche Gleichung 
betrachten, wenn man von unendlich kleinen Grossen absieht. Sie 
sind also an jener Stelle mehr als einander berührend, weil 
eine bestimmte natürliche Gleichung ja nur eine einzige Gurve dar- 
stellen kann. Diese höhere Berührung spricht sich darin aus, dass 
die Differenz p - p' der Krümmungsradien in zwei auf den beiden 
Curven durch denselben Wert von s definierten Punkten gleichzeitig 
mit s unendlich klein wird, und es ist durchaus natürlich, als Index 
der mehr oder weniger innigen Berührung die Ordnung anzunehmen, 
von welcher q — q' unendlich klein wird. Da femer im allgemeinen 
Falle (einfache Berührung) q — q' nicht unendlich klein wird, so 
wollen wir übereinkommen zu sagen, dass die beiden Curven eine 
Berührung von der Ordnung n haben, wenn q — q' unendlich 
klein von der Ordnung n — 1 wird, so dass man die einfache Berührung 
als eine solche von erster Ordnung bezeichnen kann. Bei alledem ist 
stillschweigend vorausgesetzt, dass q und q' endlich sind; wir werden 
femer annehmen, dass sie sich in der Umgebung von M nach ganzen, 
positiven Potenzen von s entwickeln lassen und werden auf diese Weise 
unsere Untersuchung auf die Berührung in gewöhnlichen Punkten be- 
schränken, indem wir jedoch den Leser unablässig ermuntern es mit 
den vielen kleinen Schwierigkeiten aufzunehmen, welche das vollständige 
Studium der Berührung zweier Curven in solchen Punkten (Wende- 
punkten, Spitzen, asymptotischen Punkten, u. s. w.) bietet, in deren 
Umgebung die erwähnte Form der Entwickelung nicht immer möglich ist. 

6* 
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§ 48. 

Versieht man alle für den Punkt M berechneten Grössen mit dem 
Index 0; so hat man 

und eine analoge Gleichung kann man für q' hinschreiben. Soll also 
Q — q' unendlich klein von der Ordnung n — 1 werden, so ist dazu 
notwendig und hinreichend, dass 

ist. Andrerseits zeigt das bekannte Bildungsgesetz für die Krümmungs- 
radien Qi) Q^y Qzj ' ' ' d®^ successiven Evoluten (§ 22) ohne Schwierig- 
keit, dass 

ist, wobei wir in der ersten Gleichung alle Ableitungen von niedrigerer 
Ordnung als der n-ten und in der zweiten alle Glieder, welche p« nicht ent- 
halten, ungeschrieben lassen. Man sieht auf diese Weise, dass p» nur 
von den n ersten Ableitungen von p, und zwar sicherlich von der n-ten, 
abhängt, und dass der Ausdruck der n-ten Deri vierten von p zwar p», 
nicht aber pn+i; Pn+S; ^- ^- ^- enthalt. Dies vorausgeschickt sind die 
gefundenen Bedingungen offenbar äquivalent mit den folgenden 

Q = p', pi= pi', p8== pg', . . . , p«-a = ^'«-2^ Pn-1 ^ p'n-1 (im Punkto M). 

Sollen also zwei Curven in einem gegebenen Punkte eine Be- 
rührung von der Ordnung n haben, so ist dazu notwendig 
und hinreichend, dass für diesen Punkt die n — 1 ersten 
Krümmungscentra der einen Curve mit denen der andern zu- 
sammenfallen, während die w-ten Krümmungscentra ver- 
schieden bleiben. Aus diesem Satze geht hervor, dass, wenn zwei 
Curven eine Berührung fl^ter Ordnung haben, ihre v-ten Evoluten eine 
solche von der Ordnung n — v haben. Mithin lässt sich der genannte 
Satz auch so aussprechen: Sollen zwei Curven eine Berührung 
»-ter Ordnung haben, so ist dazu notwendig und hinreichend, 
dass ihre (« — l)-ten Evoluten sich einfach berühren. 

§49. 

Man kann folgendes als evident betrachten: Je schneller von einem 
Punkte ausgehend die Krümmung einer Curve dem absoluten Betrage 
nach wächst, um so mehr ist dieselbe bestrebt von der Tangente in 
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jenem Punkte abzuweichen, und von zwei sich berührenden Curven ist 
diejenige, welche in dem gemeinsamen Berührungspunkte eine grossere 
E[rümmung hat, mehr als die andere bestrebt sich yon der Tangente zu 
entfernen. Übrigens rechtfertigt sich dies vollständig durch eine ge- 
nauere Untersuchung des Verhaltens der beiden Curven in der Um- 
gebung des Berührungspunktes (§ 4). Wenn n ungerade ist, so nimmt 
das Verhältnis von q — p' zu s*""^ schliesslich ein bestimmtes Vorzeichen 
an, welches auch das Vorzeichen von s sein mag. Mithin liegt in der 
Umgebung von M eine der Curven innerhalb der andern, und dies ist 
offenbar der allgemeine Fall. Ist n gerade, so wechselt s^'~^ mit s sein 
Vorzeichen, mithin hat man p > 9' auf einer Seite von M und p <p' 
auf der andern, d. h. die beiden Curven durchsetzen einander. Also 
können zwei Curven in demselben Punkte einander durch- 
setzen und berühren; dies ist aber ein sicheres Kennzeichen 
einer höheren Berührung. Wenn dagegen die beiden Curven ein- 
ander berühren ohne sich zu kreuzen, wie es im allgemeinen stattfindet, 
so hat man nicht immer eine einfache Berührung, da es, wie wir ge- 
sehen haben, ausnahmsweise auch eine höhere Berührung sein kann; 
in diesem Falle ist aber die Ordnung ungerade, und da q — q' in der 
Nähe der Null ein bestimmtes Vorzeichen bewahrt, so kann man hinzu- 
fügen, dass die Differenz q — q' in dem betrachteten Punkte 
ein Minimum oder Maximum ist. 

§ 50. Osoulation: 

Hat man einen Punkt M auf einer Curve fixiert und ist eine 
zweite Curve f(s, q) = gegeben, so ist es möglich, einen oder mehrere 
Punkte M' auf der zweiten Curve zu finden von folgender Beschaffen- 
heit: Bringt man M' mit M und die Tangente in M' mit der Tan- 
gente in M zur Deckung, so wird die Berührung, welche im allgemeinen 
von der ersten Ordnung ist, eine solche von der zweiten. Es genügt 
in der That, die Gleichung der zweiten Curve nach s aufzulösen, indem 
man für q den Wert einsetzt, den der Krümmungsradius im Punkte M 
der ersten Curve hat. Anstatt die Curve (M') als gegeben anzunehmen, 
stelle man sich nunmehr die Au%abe, dieselbe unter den unendlich 
vielen Curven, welche durch die natürliche Gleichung 

(2) f{s, 9, a^, Oj, . . ., a„-8) = 

(mit n — 2 willkürlichen Parametern) dargestellt werden, derart zu 
wählen, dass die Berührung von einer möglichst hohen Ordnung wird. 
Durch n — 2 successive Differentiationen können wir aus (2) ebenso- 
viele Relationen ableiten, welche die folgende Form haben: 
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/i(5; 9> 9i> öti, a^, «8, ••.; a««2) = 0, 

(3) /i(5, p, pi, p2, tti, «2, ..., an-2) = 0, 

/n— 2 (5, 9, ..., (>n— 2, ö^i , ••., ttn— 2) = . 

Diese müssen ebenso wie die Formel (2) für die Curven (Jf') identisch 
bestehen. Denkt man sich nun an Stelle von q, q^^ ...; Qh—% di^ 
Werte eingesetzt, welche diese Grössen im Punkte M der ersten Curve 
haben, so entsteht ein System von n — 1 Gleichungen, welches be- 
stimmte Werte für s, aj, o^, . . ., a«_-2 liefert. Bei jeder Lösung des 
Systems werden die Werte der a dazu dienen, eine unter den unendlich 
vielen durch die Gleichung (2) dargestellten Curven zu bestimmen, und 
der Wert von s wird auf der so erhaltenen Curve {M') einen Punkt 
Jf' definieren. Bringt man diesen Punkt mit M zur Deckung derart, 
dass sich die Curven dort berühren, so werden dieselben die n — 1 
ersten Krümmungscentra gemein haben, und im allgemeinen ist kein 
Grund vorhanden, dass auch die n-ten Krümmungscentra zusammen- 
fallen. Die Berührung wird demnach die Ordnung n erreichen, und es 
ist Mar, dass man a priori keine höhere Berührung verlangen kann. 
Dies hindert jedoch nicht, dass eine solche Berührung wegen einer 
der Curve (M) innewohnenden Eigentümlichkeit thatsächlich eintreten 
kann. Im allgemeinen Falle sagt man, dass unter den durch die Glei- 
chung (2) definierten Curven (Jf' ) zu der gegebenen Curve osculierend 
ist. Tritt ausnahmsweise der Fall ein^ dass sich, während man zwischen 
den beiden Curven nur eine Berührung von der Ordnung n herbeizu- 
führen sucht, eine noch innigere Berührung zwischen ihnen heraus- 
stellt, so sagt man, die Curve (M') sei zu (M) superosculierend. 
Es giebt also in jeder (w — 2)-fach unendlichen Curvenschaar 
einfach unendlich viele Curven, die mit einer gegebenen Curve 
(M) eine Berührung w-ter Ordnung haben, und nur in besondem 
Punkten von (M) kann es eintreten, dass die Ordnung der Berührung 
die Zahl n überschreitet. 

§ 51. Osculierender Kreis. 

Die vorhergehenden Betrachtungen sind nicht anwendbar, wenn in 
der Formel (2) s nicht vorkommt, d. h. im Falle der Kreise. Die un- 
endlich vielen Kreise, welche eine gegebene Curve in einem Punkte M 
berühren, haben ihre Mittelpunkte auf der Normale der Curve in Jf. 
Aber solange von C verschieden ist, ist die Berührung einfach und 
wird, wenn mit C zusammenfallt, im allgemeinen nur von der zweiten 
Ordnung. Also ist unter den die Curve in M berührenden Kreisen 
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derjenige der osculierende, dessen Mittelpunkt das Erüm- 
mungscentrum ist. Da femer die Berührung von zweiter Ordnung 
ist^ so durchsetzt im allgemeinen der osculierende Ereis im Be- 
rührungspunkte die Gurve^ und dies ist sogar eine Eigenschaft, welche 
ihn unter den unendlich vielen Ereisen, die die Curve in demselben 
Punkte berühren, charakterisiert. Wenn wir uns vorstellen, dass der 
Mittelpunkt eines berührenden Ereises die Normale in einem ge- 
gebenen Sinne durchlauft, vom Unendlichen ausgehend, um wieder ins 
unendliche zurückzukehren, so wird es nur ein einziges Mal vorkommen 
können, dass der Ereis die Curve durchsetzt, während für jede andre 
Lage von die Curve in der Umgebung von M entweder ganz innerhalb 
des entsprechenden Ereises liegt (was offenbar eintritt, wenn ins Un- 
endliche rückt) oder ganz ausserhalb (z. B., wenn sich M unendlich 
nähert). Unter den einfach unendlich vielen Ereisen, die eine Curve 
osculieren, können einige die Curve in speciellen Punkten superosculieren. 
Da alsdann die Berührung im allgemeinen von der dritten Ordnung 
ist, so kann man auf Grund der Schlussbemerkung in § 49 behaupten, 
dass Q — q\ d. h. q, ein Minimum oder Maximum ist. Ist umgekehrt 
Q ein Minimum oder Maximum, so muss die Berührung von einer 
höheren, und zwar ungeraden, Ordnung sein. Stellt man sich demnach 
vor, dass der Berührungspunkt die Curve immer in demselben Sinne 
durchläuft, so steigt jedesmal, wenn der osculierende Ereis ein 
Minimum oder Maximum wird, die Berührung mindestens bis 
zur dritten Ordnung auf imd ist jedenfalls von ungerader Ordnung. 
Dann durchsetzt der osculierende Ereis die Curve nicht mehr. Dies 
ist also ein sicheres Merkmal für eine Superosculation, die sich überall 
da deutlich anzeigt, wo die Curve in der Umgebimg eines Punktes 
inbezug auf die Normale symmetrisch ist. 

§52. 

Wir wollen annehmen, die Curven (Jf') seien, anstatt durch die 
Formel (2) dargestellt zu sein, durch ihre cartesische Gleichung inbezug 
auf die Tangente und die Normale in einem Punkte M einer bekannten 
Curve gegeben. Wir wollen femer in der Umgebung von M die Mög- 
lichkeit der Entwickelung von y nach ganzen positiven Potenzen von x 

(4) y=^Ax^ + Bx^+Co^^ 

zulassen. Diese Entwickelung kommt bei passender Bestimmung der 
Coefficienten jeder Curve zu, welche die gegebene Curve in M be- 
rührt, und im besondern kommt sie der Curve (Jf) selbst zu. Um 
die der Curve {M) entsprechenden Coefficienten zu bestimmen, genügt 
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es, (4) zu differenzieren und die abgeleitete Gleichung mit (4) zu iden- 
tificieren (§ 16). Man erhält so 

d. h. 

Das Bildungsgesetz dieser Goefficienien zeigt schon^ dass der i^te Co- 
efficient nur von den v ersten Krümmungsradien^ und zwar sicher von 
dem v-ten^ abhangt. Also müssen für alle Curven, die in M eine Be- 
rührung von der Ordnung n haben^ die w — 1 ersten Coeifficienten die- 
selben Werte haben. Um die Curve (M') zu bestimmen^ welche {M) 
osculiert, braucht man jetzt nur in (4) die Werte (5) einzutragen und 
dann die Entwickelung (4) in die Gleichung von (M') einzusetzen, in- 
dem man aber alle die fhte übersteigenden Potenzen von x vernach- 
lässigt. Man erhält auf diese Weise eine Gleichung, die identisch er- 
füllt sein musSy und dieser Umstand gestattet die Coef&cienten in der 
Gleichung von (M') zu bestimmen. Wir wollen bei dieser Gelegenheit 
folgende Bemerkung machen: Schreibt man die Entwickelung (4) für 
eine beliebige Curve, die mit M eine Berührung w^ter Ordnung hat, so 
sind die beiden ersten ungleichen Coefficienten in den beiden Ent- 
wickelungen die n-ten, da sie sicher von p«— i und von p'«_i<(>n— i 

abhängen. Also ist die Differenz y — y' der Ordinaten unendlich klein 
von der Ordnung n-|- 1, d. h. man kann in der Umgebung des Be- 
rührungspunktes die beiden Curven als zusammenfallend be- 
trachten, wenn man von unendlich kleinen Grössen von höherer 
Ordnung als der n-ten absieht. Hiemach ist es leicht, die Behaup- 
tungen des § 49 präciser zu fassen. Endlich wollen wir bemerken, dass 
es manchmal vorzuziehen ist, anstatt der einen Entwickelung (4) in ana- 
loger Weise die Entwickelungen von x und y als Functionen von s zu 
benutzen. Aus den Relationen 
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mithin ist 






§ 53. Anwendungen. 

a) Die Zahl der Eegelsclmitte ist yom Standpunkte der natürlichen 
Geometrie zweifach imendlich. Daraus folgt, dass man von einem Kegel* 
schnitt wird sagen können, er osculiere eine Curve, wenn er mit ihr eine 
Berührung vierter Ordnung hat. Setzt man nun in die Gleichung des 
Kegelschnitts 

(7) y = |(„a!» + ^y« + 2yxy) 

die Entwickelungen (6) ein, indem man alle die vierte ühersteigenden 
Potenzen von 8 vernachlässigt, so gelingt es leicht, a, |3, v als Functionen 
der Krümmungsradien Q-, Qi^ Q^ der gegehenen Curve (m) zu bestimmen. 
Anstatt der Entwickelungen (6) ist es im vorliegenden Falle vielleicht vor- 
zuziehen, die eine Entwickelung (4) anzuwenden, indem man sie auf die 
drei ersten Glieder beschränkt und beim Einsetzen in (7) die Potenzen von 
X von der fünften aufwärts vernachlässigt. Auf die eine oder die andre 
Weise gelangt man zu den folgenden Resultaten: 

(8) «=.= 1. ^^ V + 5...-8,,. ^ ^^_^. 

Also ist die Gleichung des osculierenden Kegelschnitts 
(Sqx — Q^yy + (9q^ + 4^1» — BQQ,)y^ = 18^»y . 

b) Will man, dass die Berührung nur von der dritten Ordnung sei^ 
80 erhalt man imendlich viele Kegelschnitte, die noch immer durch die 
Gleichung (7) dargestellt werden, wo a und y die Werte (8) haben, während 
|3, der einzige Goefficient, welcher von q^ abhängt, willkürlich bleibt. Für 

ß = ~ erhält man eine Parabel und för j3 = — cc eine gleichseitige Hy- 

perbel. Daraus folgt, dass die Gleichungen der osculierenden Parabel 
und der osculierenden gleichseitigen Hyperbel bezüglich 

(Sqx — Q^yy = 18^*3^, x^ — y^ — '^xy^ 2qy 

sind. 

c) um die Grösse der Axen des osculierenden Kegelschnitts 
zu bestimmen, muss man sich daran erinnern (§ 29), dass man 

a' 4- ft' = — ^1 — , ao = -| 

hat, wo J ^^ aß — y^ ist. Setzt man der Kürze wegen 

#> = 9^» + 4^1» — Zqq^ , S = 18^« + 5^« — Sqq^ , 
so liefern die Werte (8) 

(9) «+?=^.. ^-'^., 
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und die vorhergehenden Formeln werden 

(10) a. + fe. = £5^, «^ = ^- 

Aus diesen gewinnt man 
a = -^ Vcö + ]/c6«— 36^, h == -^ Vcö — yS^— 36^Q^ . 

Man bemerke, dass die innere Wurzel immer reell ist, da die Identität besteht 

§ 54. Invarianten. 

Für eine Schar (2), die aus einer (n — 2)-fach unendlichen Zahl 
von Curven besteht, giebt es eine Function der n ersten Krümmungs- 
radien, welche längs jeder Curve der Schar beständig gleich Null bleibt. 
In der That erhält man durch Differentiation der letzten der Formeln (3) 
eine weitere Relation 

fn-i (s, Qy pi, pa, . . . , ^»-1, a^, «8, . . . , a«_2) = 0, 

welche identisch für alle Curven (2) bestehen muss. Eliminiert man 
nun s,a^,a^f . . ,,an—i aus dem System, welches durch Hinzufügung 
der letzten Gleichung und der Gleichung (2) selbst aus dem System (3) 
entsteht, so gelangt man zu einer flelation 

(11) F(q, Pi, ^j, . . . , Qn-l) = 0, 

deren erstes Glied eben die Invariante der Schar (2) ist. Die Kennt- 
nis der Invariante gestattet in jedem Punkte das n-te Krümmungs- 
centrum zu construieren, wenn die n — 1 ersten Krümmungs- 
centra bekannt sind, und die Construction, welche man erhalt, 
charakterisiert die Curven (2). Es ist in der That evident, dass jede 
Invariante zu einer ganz bestimmten Curvenschar gehört, deren Glei* 
chung man demnach durch die Kenntnis der Invariante allein 
ersetzen kann. Um sich davon zu überzeugen, bemerke man, dass 
durch Einsetzung der Werte (1) in die Formel (11) diese eine Differential- 
gleichung (n — l)-ter Ordnung wird, von der man durch Integration 
wieder zu einer Gleichung zwischen s und q aufeteigt, welche n — 1 
willkürliche Constanten enthält. Von diesen Constanten bilden aber 
n — 2 das System von Parametern, welches in der Gleichung (2) auf- 
tritt, und die letzte ist durch die Wahl des Anfangspunktes der Bogen 
bestimmt. Man kann jedoch nicht bloss das n-te Krümmungscentrum 
construieren, wenn man die Invariante kennt, sondern auch alle fol- 
genden Krümmungscentra. In der That können wir die Gleichung (11) 
unbegrenzt oft differenzieren und erhalten dabei ebensoviele Relationen 
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(12) -Fi(p,9i,...,p«) = 0, F^(q, 9i, ..., p,+i) = 0, 

welche successiv die Werte von p», ^n+i, Qn-\-%) ... als Functionen 
von QfQt,Qi,''»y Qn—i liefern. Das Verschwinden der Invariante F 
in einem gegebenen Punkte einer Curve (M) zeigt an^ dass die Gurve 
(2), welche (M) in jenem Punkte osculiert, mit derselben auch das 
n-te Erümmungscentrum gemein hat^ d. h. dass die Ordnung der Be- 
rührung n übersteigt^ dass also eine Superosculation stattfindet. 
Endlich wollen wir bemerken^ dass man durch Elimination von q^Qi, 
. . ,, Qy^i aus (11) und den v ersten Relationen (12) eine Relation 

erhält und man ohne weiteres behaupten kanU; dass F^^(Qf q^, ..., Qn—i) 
die Invariante der Curvenschar ist, welche aus den i;-ten 
Evoluten der Curven der gegebenen Schar (2) besteht. Soll in 
einem Punkte einer gegebenen Curve eine Berührung (n + v)-ter Ord 
nung mit einer Curve der Schar (2) stattfinden, so ist dazu notwendig 
und hinreichend, dass in jenem Punkte F, F\ F\ ..., 2^"— i) ver- 
schwinden, nicht aberü^*"). 

§ 55. Beispiele. 

a) Die cycloidalen Curven (vgl. § 24, g) bestimmen eine zweifach 
unendliche Curvenfamilie, die durch die Invariante ^^^ — ^p, charakterisiert 
wird. Werden aber die genannten Curven derart particularisiert, dass aus 
der ganzen Familie eine einfach unendliche Schar ausgesondert wird, so 
darf die Invariante nicht mehr q^ enthalten, und in der That findet man, dass 
die Invarianten ^^r Kreisevolventen, der logarithmischen Spiralen, 
der Cycloiden, der Pseudocycloiden, der Epicycloiden mit drei 
Spitzen, u. s. w. bezüglich ^j, q^ — p^, ^ + ^2, q — ^2, 9p + ^2» 
u. s. w. sind. 

b) Die Invarianten der Parabeln imd der gleichseitigen Hyperbeln 
sind gerade die in § 53, c mit S* und c6 bezeichneten Ausdrücke, da dieselben 
Functionen von 9, p^, q^ sind, welche auf 6rund der Formeln (9) bezüglich 
auf jeder Parabel und auf jeder gleichseitigen Hyperbel verschwinden. 
Ausserdem zeigt die zweite Formel (10), dass der eine Curve osculierende 
Kegelschnitt eine Hyperbel oder eine EUipse ist, jenachdem S^ negativ oder 
positiv ist. Die Werte von 5, für welche S^ oder c6 verschwindet, bestimmen 
auf jeder Curve %ie Punkte, wo eine Superosculation mit einer Parabel oder 
mit einer gleichseitigen Hyperbel stattfindet. 

c) Um die Invariante @ der Familie aller Kegelschnitte zu finden, ge- 
nügt es, die eine oder andere der Gleichungen (10) zu differenzieren. Man 
erhält auf diese Weise ß unter einer der folgenden Formen 

©8 a8 



76 Viertes ELapitel. Berührung und Osculation. 

Führt man die Bechnung in der einen oder andern Weise aus, so findet 
man, dass die Invariante der Kegelschnitte 

ist. Endlich gestatten die Formeln (lO) auch noch, Q längs einer heliebigen 
Curve als Function der Halbaxen des oscuHerenden Kegelschnitts auszudrücken: 

Der letzte Ausdruck führt, da bekanntlich itah den Flächeninhalt der durch 
die Halbaxen a und h befinierten Ellipse misst, zu der Bemerkung yon 
Grave, dass die eine Curve in einem Punkte M osculierende Ellipse 
nicht einen constanten Flächeninhalt bewahren kann, wenn M die 
Curve durchläuft. Hinzugefügt sei, dass das Zeichen von Q dazu dient, zn 
erkennen, ob der genannte Flächeninhalt zu- oder abnimmt. Wenn er 
ein Minimum oder ein Maximum wird, so verschvnndet @, mithin 
steigt die Berührung mindestens bis zur fünften Ordnung, 
d) Bemerkenswert sind die Curven, welche durch die Invariante 

d (A, ^) = Xq^ + (f* + l)Ci^ — Q9^ 

definiert werden, für jedes Wertepaar A, fi. So z. B. unterscheiden sich 

d (3, -A und d (6, -g-j nicht von ^ und von c6; die Kettenlinien gleichen 

Widerstandes sind charakterisiert durch <?(1, 1), die logarithmischen 
Spiralen durch ^(0,0), und allgemeiner ist <?(0, |x) die Invariante der- 
jenigen Curven, bei welchen der Bogen proportional der (l — fi)-ten Potenz 
des Krümmungsradius ist; d {X^O) ist die Invariante der durch die Gleichung 
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J 1/^ 



dargestellten Curven; u s. w. Sind k imd (i von Null verschieden, so führt 
die Integration von <? = zu der natürlichen Gleichimg 



s = 






welche im besondem die Bibaucour'schen Curven und die Sinus- 
spiralen vom Index n (§§ 41, 43) darstellt, je nachdem man die eine oder 
die andere der folgenden Annahmen macht: 

n — 1 n + 1^ n(n — 1) _^ » 



w + 1 > 1" » — 1 ' "• (n + 1)« ' f* ^^n — 1 

Für AfA = j stellt dieselbe Gleichung die bemerkenswerten Curven dar 

(§ 46), deren osculierende Kreise, nach einem constanten Verhältnis ver- 
grössert, eine feste Gerade berühren. Bemerkt man femer, dass 
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ist, so sieht man sofort, dass, wenn 2(i -}- 1 = ist, die Invariante der 
Evoluten 2Xq — pj ist. Da dies die Invariante der cjcloidalen Curven 
^^ = 2ils* -(- • • • ist, deren jede im allgemeinen die Evolute einer analogen 
Gurve ist, so kann man sagen, dass die durch die Invariante 

<?U, — g-j definierten Curven gewisse Parallelcurven zu cjcloi- 
dalen Curven sind. Derartige Curven sind (vgl. §§ 41, 43, 46) die 
Bibaucour'sche Curve vom Index — — , die Sinusspirale vom Index — und 

die krumme Linie, welche alle um die Funkte einer Cycloide beschriebenen 
Tangentialkreise der Directrix berührt; sie ist Parallelcurve einer gewissen 
andern Cjcloide. Bei allen diesen Curven fuhrt die geometrische Inter- 
pretation der Gleichung <? == zu der folgenden sehr einfachen Construction 
des dritten Krümmimgscentrums, falls die beiden ersten bekannt sind: Teilt 
man CM im Verhältnis von k zu 1 — X und GC^ im Verhältnis 
von {(A -{- 1)X zu 1 — (|x -(- 1)X und errichtet in dem ersten Teil- 
punkte ein Lot auf der Geraden, welche ihn mit dem zweiten ver- 
bindet, so geht dieses Lot durch C^. 

e) In analoger Weise kann man die in § 37 definierten Curven unter- 
suchen. Setzt man 

p = (« - 1)«^* + (« + i)w + («> - 1) (e,* - 9^,) , 

SO findet man, dass die Invariante der genannten Curven 

C = 2n^ [(2«- 1) P_2 (n + 1) H] + (n - 1) (n»- l)?(?i^-99s) 

ist, und dass der Leitkreis sein Centrum in dem Funkte 
h^\ ^ _ (n' - 1) g'p, (n ~ l)'g« 

und den Badius 

B = (n - 1) ^y — (« + 1) H 

hat. Daraus folgt sofort, dass P und H die Invarianten der Bibaucour'schen 
Curven (B = oo) und der Sinusspiralen (E = 0) sind und dass die Glei- 
chung des Leitkreises 

^+y'-|(«-i)9*[(« + i)ei* + («-i)9y] + ^(«-i)V=o 

isi Dieselbe reduciert sich bei den Bibaucour'schen Curven auf 
rtA\ » + 1 n + 1 Q, 
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a) Den Ort der Mittelpunkte der osculierenden Kegelschnitte 
einer gegebenen Curve zu bestimmen. Die Coordinaten des Mittelpunktes 
kann man aus den Formeln (13) für n = — 2 ableiten oder auch aus den 
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Formeln (3) des vorigen Kapitels, indem man darin die Werte (8) und (9) 
einträgt. Wendet man auf diese Coordinaten 

(i6) .-!^. ,-'-f 

das gewöhnliche Verfahren (§ 15) an, so erhält man 

dx e^ dy^ S(2q 

und man sieht, dass die Tangente durch M hindurchgeht. Femer wird 

Man findet z.B. im Falle der Hypocycloide mit drei Spitzen (9s*+9*=Const.) 
^ s= 36a*, c6 = 45a*, S = — 3240a*5. Fixiert man in geeigneter Weise 
den Sinn und den Anfangspunkt der Bogen, so liefern die vorhergehenden 
Formeln 

, 15s' , 168Q 

und schliesslich 9 s'* + 4^'* = Const. Der gesuchte Ort ist also eine Hypo- 
cycloide mit sechs Spitzen, wovon drei mit denen der gegehenen Curve 
zusanmienf allen. 

h) Die Enveloppe der Leitlinien der eine gegebene Curve oscu- 
lierenden Parabeln zu finden. Aus der Formel (14) erhält man fEb* 
n = — 2 die Gleichung der Leitlinie. DifFerenziert man dieselbe, so kommt 

und aus beiden Gleichungen ergiebt sich a; = 0, y = — ■^. Also be- 
rührt die Directrix ihre Enveloppe auf der Normale der Curve. 
Wendet man auf die Coordinaten des Berührungspunktes die gewöhnlichen 
Fundamentalformeln an, so erhält man 



3 



(.i«>; * 2^ , 9 2^ 

Für die Hypocycloide mit drei Spitzen erhält man Q' = -^a. Also be- 
rühren die Leitlinien der osculierenden Parabeln einer Hypocy- 
cloide mit drei Spitzen sämtlich den Leitkreis. 

c) Dagegen werden für c6 = 0, da sich alsdann S* auf — (9?*+^i^) 
reduciert, die Formeln (16) 



d. h. 






und durch Elimination von q entnimmt man daraus 
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IV 



m'- 



Also berühren die Leitlinien der osculierenden Parabeln einer 

gleichseitigen Hyperbel eine Sinusspirale vom Index — -r-* 

d) Den Ort der Brennpunkte der osculierenden Parabeln 
einer gegebenen Curve zu finden. Wenn man beachtet, dass der Brennpunkt 
inbezug auf die Tangente symmetrisch ist zu der Projection von M auf die 
Directrix (§ 33, a), so findet man, dass seine Coordinaten 



^ 2(9^« + ^,*)' y 2(99» +g,') 



sind. Mithin ist 

8x^ (99'— 9x*)<y Sy 8<^ggt 

d8 ~2(9g» + 9i«)»' dB ~(99>+gi«)«' 

Diese Formeln sagen uns, dass die Normale des Ortes der Brenn- 
punkte die Strecke üf (7 im Verhältnis von 1 zu 3 teilt und dass die Tan- 
gente den Yon M aus gerechneten Abschnitt halbiert, welchen die Leitlinie 
auf der Tangente von (üf ) bestimmt. Femer erhält man 

Z.B. hat man, wenn 9Ä*+9*=Const.ist,s'=25, 9'=—^, 95'*+259'*=Const. 

Also gehören die Brennpunkte der osculierenden Parabeln einer 
Hypocycloide mit drei Spitzen einer Epicycloide an, welche die- 
selben Spitzen hat. Auf ähnliche Weise liefern, wenn e6 »= ist, die 

letzten Formeln «'=--5, 9' = 7q9j ^^d daraus lässt sich leicht ableiten, 

dass die osculierenden Parabeln einer gleichseitigen Hyperbel ihre 

Brennpunkte auf einer der Curven haben, die durch die Invariante 

(ß &\ 
rr, -gl definiert sind. Endlich liegen bei jeder Curve der durch 

die Invariante di — -5-, — — j definierten Familie die Brennpunkte 

der osculierenden Parabeln in gerader Linie. Es ist zu bemerken, 
dass diese Curven gerade diejenigen sind (§ 55, d), deren osculierende Kreise, 

von den entsprechenden Berührungspunkten aus auf — verkleinert, eine feste 

Gerade berühren. 

e) Den Ort der Mittelpunkte der osculierenden gleichseitigen 
Hyperbeln einer gegebenen Curve zu bestimmen. Für e6 = liefern 

die Formeln (15) 

_ 3^«^^ _ 99^ 

^~ 9^*+Pi" ^~ 99«+9,«5 
femer findet man 

Sx (9p' — 9t*)d6 8y^ 6d69P| 
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und leitet daraus ab 

Im besondem wird, wenn 9«^ -f- 9^ == Const. ist, 5' = 5«, ^' = ^5, 

9s'^ -f- 49^'* = Const., mithin liegen die Mittelpunkte der osculie- 
renden gleichseitigen Hyperbeln einer Hjpocjcloide mit drei 
Spitzen auf einer sternförmigen Epicycloide, welche dieselben 
Spitzen hat. Endlich bilden die Cnryen, welche von gleichseitigen 
Hyperbeln, deren Mittelpunkte in gerader Linie liegen, osculiert 

werden, die dnrch die Invariante ^y^t'^ charakterisierte Fa- 
milie. Sie gehören (§ 55, d) derselben Klasse an, wie die am Ende des 
vorigen Übungsbeispiels ge^ndenen, abgesehen von der Änderung des Ver- 
hältnisses j in — Y' 

f) Die vorhergehenden Rechnungen lassen sich allgemeiner bei den 
durch die Invariante G definierten Curven ausfähren. So leket man aus 
den Formeln (13) ab 

(M\ Ja;_ (n+l)Cg, dy _ (n-l)C9 

^ '-^ d8~ P» ' d« ~ P* ' 

und man sieht sofort, dass die Tangente des Ortes der Mittelpunkte der 
Leitkreise durch M hindurchgeht. Die Curve, welche an die Stelle der 
Hypocycloide mit drei Spitzen tritt, ist immer eine Hypocycloide (n < 0) 
oder eine Epicycloide (n > O) und wird durch die Gleichung 

(18) (n — lys^ + (n + Ifq^ = a* 

dargestellt. Für dieselbe ist 

p_ 2n(n~l)« , Tr_(2nj-Jl)jn_-Jl)« 2 ^ _ 4n(2n- l)(n~ 1)* ^^^ 
^~ (»+!)» *' ^~ (n + ly ^' ^ (M=~ip 

Wenn H = ist, so führen die Formeln (17) zu den folgenden 

£_P^ g n— 1 1? 

X ~ H ^ ' ^' — n+l* H ^ ' 

mit deren Hufe man den Ort der Pole der Sinusspiralen vom Index n 
bestimmt, die eine gegebene Curve osculieren; und wenn diese die Curve 

(18) ist, so findet man eine analoge Curve, die dem Werte 2 von n 

entspricht. 



Fünftes Kapitel. 
Die Rolleurven. 



§57. 

Wenn eine Curve {Mq) auf einer in der Ebene festen Curve (M) 
fortgerollt wird, ohne dabei zu gleiten, so sagt man, dass (M^ sich 
auf (M) abwickelt, die Curven, welche von den mit der beweglichen 
Curve fest verbundenen Punkten beschrieben werden, heissen Roll- 
curven, und die feste Curve ist die Basis dieser Rollcurven. Mit 
der Bezeichnung Rollcurve soll nicht eine Curve von specieller Natur 
gemeint sein (da ja bei passender Wahl von (Jf) und {Mq) jede 
Curve eine Rollcurve ist), sondern nur die Aufmerksamkeit auf eine 
Erzeugungsweise der betrachteten Curve gelenkt werden. Zu den Eigen- 
schaften, deren sich die Rollcurven erfreuen, kann man oft mit Hilfe 
von einfachen und eleganten geometrischen oder kinematischen Be- 
trachtungen gelangen. Dieselben haben jedoch nicht jenen Charakter 
analytischer Gleichförmigkeit, der die Verfahrungsweisen der natürlichen 
Geometrie auszeichnet und sie in so hohem Maasse geeignet für die 
Untersuchungen der Infinitesimalgeometrie macht. Inbezug auf die 
Tangente und die Normale, welche die bewegliche Curve und die feste 
Curve im Berührungspunkte M gemein haben, müssen die Coordinaten 
X und y eines mit der beweglichen Curve fest verbundenen Punktes P 
den Bedingungen für Unbeweglichkeit genügen 

Andrerseits sind die Variationen, welche die genannten Coordinaten in 
der festen Ebene erfahren, durch die Formeln (§ 12) 



/oN ^ ^O-^-LI ^ ^ 

W da dB l n i ^ y da da 



X 

de dfs ' 9 ' * ' ds ds q 



gegeben, vorausgesetzt, dass man den Sinn der Normalenricbtung bei 
der festen Curve umkehrt, imd da auf Grund der Definition ds = dsQ 
ist, so gehen die Formeln (2) mit Hilfe von (1) in 

CoB&ro, nattlrl. Geometrie. 6 
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(3) 


Sx y 8y x 

ds <^' ds Sl 


Über, wo 


m 


(4) 





gesetzt worden ist. Dividiert man also die Formeln (3) durch einander, 
so sieht man, dass die Neigung der Tangente yon (P) gegen die Tan- 

r 

X 

gente von (Jf) durch die Formel tg -O* = gegeben ist; wenn 

also r und die Polarcoordinaten von P sind, so ist -O* = ö -j- ö"^ 

d. h. die Normale von (P) im Punkte P geht durch M, Ausser- 
dem ergiebt sich aus denselben Formeln (3), dass das Verhältnis des 

Bogenelements von (P) zu demjenigen von (M) x = ;^ ist, d. h. es wird 



(6) »'-/ 






Auch hat man bekanntlich (§ 15), wenn die positiven Richtungen der 
Tangente und der Normale von (P) derart fixiert werden, dass sie 
durch eine gemeinsame Drehung mit den auf (M) bezüglichen zum 
Zusammenfallen gebracht werden können, 

q' 9 ds 

Inzwischen ist wegen der Unbeweglichkeit von P in der Ebene von (Jf^) 

die Bedingung 

de- de 1 , sin 





ds d«o ^0 *• 


erfttllt. 


Folglich ist 




X 1 sin 




q' ^ r ' 


d. L 


. 


(6) 


1 1 Sly 

q' r r» 



Drückt man die rechten Seiten von (5) und (6) als Functionen von 
8q (oder von s) aus, so führt die Elimination dieser Variablen. in jedem 
FaUe zu der natürlichen Gleichung der RoUcurve. 

§ 58. 

Auch die Formel (6) lässt eine einfache geometrische Deutung zu. 
Wenn C, CJ,, C die Krümmungscentra der Curven (Jlf), (Jfo), (P) sind, 
und wenn sich C auf PM in L projiciert und man mit Q den- 
jenigen Punkt von PCq bezeichnet, welcher auf der in M auf PM 
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erriditeteii Senkrechten liegt, so gehört der Punkt C 
der Geraden QC an. 'In der That giebt, wenn N ^ 
der Schnittpunkt von QC und PM ist, die Transversale 
PQCoin dem Dreieck CMN 



PN 
PM 



cc, 

Ma 



QN_ Q + Q, MN 
QG— Q, ' ML 

PN—r 



0^ PN—r 

Sl' ^ sin 



r 



y 



woraus man successiv ableitet 

PN _ 
PN — r~ 




PN = 



Äy 



= / = PC, 



d. h. N ist gerade C\ TJm also G' zu construieren, genügt es, die 
Qerade PC^ mit der auf PM in M errichteten Senkrechten 
zum Schnitt zu bringen und den so erhaltenen Punkt mit C 
zu verbinden: diese Yerbindungsgerade schneidet PM in C\ 



§ 59. Anwendimgen. 

a) Ein Kreis vom Badius 't wickelt sich auf einem andern ab, der 
den Badius B hat: welches ist die von einem Punkte P der Peri- 
pherie des ersten Kreises erzeugte Eollcurve? In den obigen For- 
meln hat man zu setzen 

9 = JB, qQ = i^, = ^1, r = 24>8ine. 

Werden die Bogen der Bollcurve in umgekehrtem Sinne von dem Punkte 
aus gerechnet, in welchem die Normale auch Normale der Basis ist 

( ö = — j , so liefern die Formeln (5) und (6) 

5 = — 008 0, Q =^^— ^smö, 
und aus (4) erhält man 



« = 



R^ 



R+^' 



^ R 4-2^ 



Setzt man also 

4*'" A "^ r-D i \ 1. 4t.* . iJ + i> 



iJ-f-2t. 



80 ist die Gleichung der Bollcurve 



(7) 



s 



--1-^=1 



Umgekehrt hat man, wenn diese Gleichung gegeben ist und a und h die 
positiven Wurzeln von a' imd b^ sind. 



R 



ah' 



a* — b 



t 9 



, 1 ab 



2 a±b 



6* 



u 
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Fig. 83. 




Also kann man jede Cnrve (7) in zwei Weisen als erzeugt von einem 
Punkte eines Kreises betrachten, der sich auf* dem Leitkreise abwickelt. 
Wenn im besondem ein Kreis sich auf einer Geraden abwickelt, 
so beschreibt jeder seiner Punkte eine Cycloide. Ist a^ > 5', so 
ist einer der Werte von -t positiv wie Ä, der andere ist negativ, aber 

absolut genommen grösser als i?, so dass 
der bewegliche Kreis immer ausserhalb der 
Basis liegt. Dagegen haben fOr a^ <Cb* 
die beiden Werte von t^ dasselbe, dem- 
jenigen von B entgegengesetzte Zeichen 
imd sind, absolut genommen, kleiner als B. 
In diesem Falle liegen die beweglichen 
Kreise innerhalb des festen Kreises, und 
in allen Fällen ist die algebraische Summe 
der beiden Werte von -t gleich — B. 
Demnach hat man eine Hypocycloide oder eine Epicycloide, je nachdem 
der erzeugende Kreis sich innerhalb oder ausserhalb des Leitkreises 
bewegt. 

b) Zu den vorstehenden Resultaten gelangt man auch mit Leichtigkeit 
unter Benutzung der in § 58 angegebenen Construction. Aus dieser 

Construction ergiebt sich sofort, dass das Krümmungs- 
centrum der Bollcurve (P) sich auf demjenigen 
Durchmesser des festen Kreises befindet, welcher 
durch den Punkt hindurchgeht, der auf dem beweg- 
lichen Kreise dem Punkte P diametral gegenüber- 
liegt. Dies vorausgeschickt sei Q der genannte Punkt und 
N der zweite Schnittpunkt der Normale PM mit der Direc- 
trix. Es ist leicht, zu beweisen, dass CN parallel PQ ist. 
Projiciert man nun das harmonische Quadrupel PCqQ co 
von C aus auf die Normale, so erhalt man PMC'N, Also 
ist C harmonisch conjugiert zu P inbezug auf MN. Daraus 
folgt, dass das Krümmungscentrum von (P) der Polare von P in- 
bezug auf den Leitkreis angehört. Andrerseits ist bekannt (§ 40, c), 
dass diese Eigenschaft die cycloidalen Curven charakterisiert. Ist eine der- 
artige Curve durch die Gleichung (7) gegeben, so hat man sich, um B 
und 't zu berechnen, daran zu erinnern, dass die Goordinaten des Mittel- 
punktes des Leitkreises 




Fig. 34. 



a* 



sind, und zu beachten, dass die erste in den Spitzen (^ =» 0, 5 = ± a) 
den Wert ± B annehmen muss und die zweite den Wert Ä -f- 2^ im 
Anfangspunkte (s = 0, ^ = i h). Man erhält dann sofort 



B = 



ab^ 



a«- 6 



S 9 



^+2* = ±^ 



c) Jetzt wollen wir eine cycloidale Curve auf einer Geraden abwickeln 
und die Bollcurve suchen, die vom Mittelpunkte des Leitkreises 
erzeugt wird. Aus der Formel (4) erlullt man, da q unendlich ist, 



§ 59. Auwendimgen. 85 

St=ssQ^^ tmd aus (8), wenn man diese Formeln auf die Curve (M^ an- 
wendet, 

femer wird die Formel (6) 

Entsprechend liefert die Formel (5) 

, r ar*dr 

Daraus ergiebt sich, wenn man r aus den beiden letzten Formeln eliminiert, 

dQ* 






i\ //„'K* 



(iy)((ö-o 



Also ist die gesuchte Bollcurve ein Kegelschnitt (§ 31), dessen Axen pro- 
portional a und h sind, während der Parameter gleich dem Radius des 
Leitkreises ist. Im besondem beschreibt, wenn eine Pseudocycloide 
(§ 8, e) sich auf einer Geraden abwickelt, ihr Pol eine gleich- 
seitige Hyperbel. Einen andern besonderen Fall erhält man durch die 
Bemerkung, dass die Gleichung (7) sich in die bekannte Gleichung der 
Evolvente eines Kreises vom Badius B verwandelt, wenn man den Anfangs- 
punkt in eine Spitze verlegt, 8 und q mit h multipliciert und dann a und 5 
ins Unendliche wachsen lässt derart, dass das VerhaltniB von h^ zu a nach 
B convergiert. Unter diesen Bedingungen stellt die letzte natürliche Gleichung 
in der Grenze eine Parabel dar, und es beschreibt also, wenn die Evol- 
vente eines Kreises sich auf einer Geraden abwickelt, der Mittel- 
punkt des Kreises eine Parabel. 

d) Bei einer Sinusspirale vom Index n genügen bekanntlich (§ 37) die 
Coordinaten des Pols der Bedingung r* = (n -f- l) ^q^, mithin giebt, wenn 
man q unendlich gross annimmt, so dass Sl = Qq wird, die Formel (6) 

r» n + 1 



Q =V^ 



QoV w 



r. 



Also ist der Krümmungsradius der von dem Pol beschriebenen Bollcurve 
proportional zu dem zwischen der Bollcurve und ihrer Basis enthaltenen 
Normalenabschnitt. Andrerseits wissen wir (§ 42), dass diese Eigenschaft 
die Bibaucour'schen Curven charakterisiert, deren Index n mit n durch die 

Belation 

2 n + 1 , - , n- 1 

— , d. h. « = 



zusammenhängt. Wir finden auf diese Weise das folgende Theorem von 
Bonnet: Wenn eine Sinusspirale vom Index n sich auf einer Ge- 
raden abwickelt, so beschreibt ihr Pol eine Bibaucour'sche Curve 

vom Index . . Setzt man z. B. successiv » = 0, — -^j g-, xl s. w., 
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so sieht man folgendes: Wenn eine logarithmische Spirale sich auf einer 
Geraden abwickelt, so beschreibt ihr Pol eine Gerade; wenn eine Parabel 
sich auf einer Geraden abwickelt, so beschreibt ihr Brennpunkt eine Ketten- 
linie; wenn eine Cardioide sich auf einer Geraden abwickelt, so bewegt 
sich ihre Spitze parallel zu einer Astroide; u. s. w. Das Theorem von 
Bonnet lässt sich auch aus der in § 58 angegebenen Gonstruction ableiten, 
auf Grund deren die Gerade PCq durch den Schnittpunkt der durch (f 
und durch M zur Basis und zu PJtf gezogenen Senkrechten hindurchgeht. 
In der That hat man, wenn "N die Projection von C^ auf PJIf ist, nach 
der Definition der Sinusspiralen 

TN PCo TM .^,. TM n n'+ 1 

wenn n' = , ^ ist, und die letzte Proportion definiert gerade die 

Ribaucour'schen Curven vom Index n\ 

e) Auf welcher Gurve muss sich eine Sinusspirale abwickeln, wenn ihr 
Pol eine Gerade beschreiben soll? In diesem Falle ist es q\ welches un- 
endlich sein soll, folglich muss man haben 

r«=Äy = (w-f l)(»o3^, mithin q^ = —-^q, 

Ist also 

n+l /» dg^ 



So 






2« 



fOAn — 1 _ ^ 

die Gleichung der Spirale, so ist die der unbekannten Basis 






n /% dg 



Nun beachte man, dass dies die Gleichung einer Bibaucour'schen Curve ist, 
deren Index n mit n durch die Relation 

■ , ' = T , d. h. » = 2w — 1 

n — 1 n — 1 ' 

zusanunenhängt. Die Curve, auf welcher sich eine Sinusspirale vom 
Index n abwickeln muss, wenn ihr Pol eine Gerade beschreiben 
soll, ist also eine Ribaucour'sche Curve vom Index 2n — 1. Man 
muss jedoch darauf achten, die beiden Curven so zu legen, dass sie nur, wenn n 
zwischen — 1 und enthalten ist, einander die convexen Seiten zukehren. 
Andernfalls hat man 

und der Pol beschreibt eine Ribaucour'sche Curve vom Index ; 

2n -j- 1 

f) Bei der Abwickelung eines Kegelschnitts auf einer Geraden erzeugen 
die Brennpunkte wichtige Curven, welche man als Delaunaj'sche Curven 



§ 69. Anwendungen. 87 

bezeichnet hat. Wir haben an einer andern Stelle (§ 32) gesehen, dass die 
Coordinaten eines Brennpunktes, r und 0, den Relationen 

(9) r (2a — r) = a^o sin ö , uqq sin' = h^ 
genügen. Auf Grund der ersten liefert die Formel (6) 

^^ ^'r r* r ar a r 

Inzwischen erhält man aus der natürlichen Gleichung der Kegelschnitte 

05q = — .- = , 

und Qq lässt sich als Function von r ausdrücken, indem man 6 aus den 

Gleichungen (9) eliminiert. Man findet (a5^o) = r (2 a — r); femer liefert 
die Formel (5) 

^ ^ ^ ~J (2a-r)V&»a« — (r — a)«' 

wenn man mit k die Excentricität bezeichnet. Die Elimination von r ans 

(10) und (11) führt zu der Gleichung 

abdg' 



abdr 



(12) s' = f 



woraus man durch Ausführung der Integration die natürliche Gleichung 
der Delaunaj'schen Curven gewinnt: 

1 + t' — 2A; cos — 
(13) ^' = o- " 



(k - coB y 



Man erhält Curven von zwei durchaus verschiedenen Typen, je nachdem die 
positive Zahl k kleiner oder grösser als 1 ist, d. h. je nachdem der er- 
zeugende Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel ist. Die Curven 
vom ersten Typus nennt man auch elliptische Kettenlinien, diejenigen 
vom zweiten hyperbolische Kettenlinien. Der Fall k = 1 (Parabel) 
ist bereits bei den vorletzten Anwendungen betrachtet worden. Übrigens 
liefert unsere Formel (10), wenn a unendlich wird, 9'== — r, eine 
Eigenschaft, welche die Kettenlinie charakterisiert. Also erscheint die im 
eigentlichen Sinne sogenannte Kettenlinie als Grenzcurve, welche die ellip- 
tischen von den hyperbolischen Kettenlinien scheidet. Die wichtigste Eigen- 
schaft, welche im folgenden benutzt werden wird, ist durch die Formel (10) 
gegeben. Man bemerke, dass man, wenn in dieser Formel q' und r um a 
vermehrt werden, r^' = a' erhält, eine Eigenschaft, welche fiüher (§ 18, m) 
untersuchte Curven charakterisiert. Zu demselben Besultate gelangt man 
auch durch die Bemerkung, dass die Parallelcurven zu der Curve (12) durch 

die Gleichung 

ahif dg 



'h 



+ c) (^ + c — 2 a) y&*te + c — «)* — »* ' 
dargestellt werden (§ 19), welche für c = a 



(14) 
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.j-)/i + (i-i^ig-i 



wird. Ausserdem gelangt man für c^ 2a wieder zu der Gleichung (12) 
znrUck, d. h. jede Delftunaj'sche Curve ist zu einer cougruenten 
Gurve parallel. 

g) Die De1auna75chen Gurren lassen sich (wenn man nicht von ihrer 
Erzeugnngsweise selbst Gebrauch machen will) sehr leicht discntieren nnter 
Benutzung der Formeln (9), (10) und (13), tms denen sich ergiebt 



(15) 



eotfl = 






- k cos — 



y = o|/l+fc' — 2*0 



wobei in der zweiten Formel das Wurzelzeichen immer positiv gewählt sein 
soll. Die Tangente wird parallel zu der festen Geraden, wenn cot ver- 
schwindet, d- h. för s' = 0, ± na, ± 2na, . . . Dies tritt also auf zwei 
Parallelen zu der genannten Geraden ein, zwischen denen die ganze Curve 
liegt, da die zweite Formel (15) offenbar zeigt, dass für cos — = ± 1 
^ den kleinsten bezw. den grCssten Wert 
annimmt: der grflsste Wert ist (l -|- ^) ", 
der kleinste i8t (l — k)a oder (k — 1) a, 
je nachdem i < 1 oder ft > 1 ist In der 
ersten Reihe von Punkten liefert die For- 
mel (13) für ^' den eitremen Wert a — -r, 
der negativ oder positiv sein kann, und 
in der zweiten den andern eitremen Wert 
a -|- X 1 der immer positiv ist. Man sieht, 
dasa nur für fc < 1 die Krümmung ihr 
Zeichen wechselt, und zwar findet dies 
statt, wenn ^' unendlich wird, d. h. nach 
(13) für cos- ^i. Aus den Formeln (15) 
ersieht man, dass cos 6 alsdann den Wert k erreicht, der ein Maximum ist, 
und dasa y den Wert «"j/l — P annimmt. Also hat die Curve unendlich 
viele Inflezionspunkte im Abstände a "j/l — k* von der festen Geraden, und 
diese bestimmt auf allen Inflexionsnonnalen Abschnitte von der Länge a, 
wie auch aus der Formel (10) hervorgeht, die r ^ a liefert für q' = co. 
Es ist femer klar, dass jede Inflexionsnormale eine solche auch fOr alle 
Parallelcurven ist, woraus im besondem folgt, dass die Schnittpunkte dei' 
genannten Normalen mit der festen Geraden die loflexionspuiikte der Curve 
(14) sind, die, wie wir gesehen haben, parallel zu der betrachteten Curve 
und zu einer andern congmeuten Curve ist. Dass die beiden letzteren 
Curven parallel und congruent sind, kann man sich leicht klar machen, wenn 
man sich zwei gleiche Ellipsen denkt, die sich auf einer Geraden abwickeln, 
indem sie inbezug auf dieselbe beständig symmetrisch bleiben: ein Brenn- 
punkt der einen Ellipse und der entgegengesetzte Brennpunkt der andern 




§ 60. InflexionskreiB. 89 

bleiben auf Grund einer bekannten Eigenschaft der Ellipsen (§ 32) beständig 
in gerader Linie mit dem Berührungspunkte und erzengen auf diese Weise 
zwei Delaunay^sche Curven, die congruent und parallel sind. Ganz anders 
wird das Aussehen unserer Curven, wenn Ä > 1 ist. Alsdann ist q' immer 
positiv, während dagegen cot 9 unbegrenzt wachsen kann, d. h. die Curve 
hat nirgends eine Inflexion und die Tangente kann senkrecht zu der festen 

s' 1 
Geraden werden: dies tritt ein für cos — = 7- , in welchem Falle man aus 

der zweiten Formel (16) y = a Yk^ — 1 erhält. Also trifft die im Abstände 

aYk^ — 1 zu der festen Geraden gezogene Parallele die Curve in unendlich 
vielen Punkten senkrecht, und es ist klar, dass auf diese Parallele die un- 
endlich vielen Spitzen der Curve (14) fallen müssen, welche der Schar der 
Parallelcurven der betrachteten Curve angehört. 



§ 60. Inflexionskreis. 

Die Formel (6) zeigt^ dass q unendlich wird für alle Punkte, welche 
der Gleichung r = St&inO genügen. Dieselbe definiert einen Kreis, 
den man Inflexionskreis nennt. Also ist der Inflexionskreis der 
Ort der Punkte, welche in einem gegebenen Augenblick In- 
flexionspunkte auf ihren Bahncurven sind. Trägt man auf der 
Normale von (Mq) die Strecke MH= Sl ab, so ist der Inflexionskreis 
über Jf ^ als Durchmesser beschrieben, mithin ist er auf Grund von 
(4) inbezug auf Gq ähnlich dem über MG als Durchmesser beschriebenen 
£[reise. Es ist klar, dass im Punkte Hin jedem Augenblick die In- 
flexionstangenten zusammenlaufen. Man bemerke im besondem, 
dass jeder längs einer Geraden sich bewegende Punkt bestän- 
dig auf dem Inflexionskreise liegen muss und die von dem 
Punkte durchlaufene Gerade beständig durch H hindurchgehen muss. 
Wenn umgekehrt bei der Abwickelung einer Curve auf einer beliebigen 
Basis ein mit der beweglichen Curve fest verbundener Punkt nicht auf- 
hört sich in jedem Augenblick auf dem Inflexionskreise zu befinden, 
so ist seine Bahncurve geradlinig, da ja die Gleichung ^' = 00 eine 
Gerade definiert. Was die Spitzen der unendlich vielen Bahncurven 
anbetrifR), so ersieht man aus der Formel (6), dass im allgemeinen q' 
nicht verschwinden kann, ohne dass r verschwindet. Also fallen die 
Spitzen der RoUcurven auf die Basis. Ausnahmsweise können solche 
in der ganzen Ebene auftreten: dies ist der Fall, wenn Sl unendlich 
wird, d. h. für Qq = — p. Dann ist gleichzeitig x = 0, d. h. wenn die 
bewegliche Curve die feste Curve osculiert, so bleiben die mit 
der ersten fest verbundenen Punkte für einen Augenblick wie unbe- 
weglich und in ihnen haben die zugehörigen Bahncurven Rückkehr- 
punkte. Wenn dagegen Sl verschwindet, d. h. wenn in den Berührungs- 
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pnnkt eine Spitze der einen oder der andern Gurve fäUt, so hat man 
X = oo, q' = Vy d. h. der Berülirungspunkt scheint gegenüber allen 
Punkten der Ebene unbeweglich und ist Erümmungscentrum Yon allen 
ihren Bahncurven. 



§ 61. Theoreme von Steiner und Habioh. 

Für die Rollcurven mit geradliniger Basis werden die Formeln (5) 
und (6) 

Andrerseits sind für die Fusspunktcurve von (Jf^) inbezug auf P die 
Werte von $ und q durch die Formeln 

gegeben (§ 18, 1). Also ist 

/. ^ . _l i_^i. 

In der ersten Oleichung liegt das Theorem von Steiner: Jeder 
Bogen einer Rollcurve mit geradliniger Basis ist gleich dem 
entsprechenden Bogen der Fusspunktcurve der beweglichen 
Curve inbezug auf den erzeugenden Punkt. Die zweite Qleichung 
fuhrt zu dem Theorem von Habich. Wenn man darin das Zeichen 
von q' umkehrt, um den in § 57 gemachten Vereinbarungen zu ent- 
sprechen, so erkennt man, dass bei der Abwickelung der von P aus 
gebildeten Fusspunktcurve von (M^) auf (P) der Durchmesser des 
Inflexionskreises gerade r ist. Inzwischen sind die Goordinaten von P 
inbezug auf die Fusspunktcurve r" = y, ö" = ö und genügen der 
Gleichung r" = r sin ö", d. L der Punkt P gehört bestandig dem 
Inflexionskreise an. Wenn also bei der Abwickelung einer Curve 
auf einer Geraden ein in der Ebene der Curve fester Punkt P 
die Rollcurve (P) beschreibt, so lässt die Fusspunktcurve der 
ersten Curve inbezug auf P, wenn sie sich auf (P) abwickelt, 
den Punkt P eine Gerade beschreiben. 

§ 62. Beispiele. 

a) Ist die Curve (Mq) eine Sinusspirale vom Index n\ so ist, wie wir 
wissen (§ 59, d), die Rollcurve (P), welche von dem Pol beschrieben wird, 

eine Ribaucour'sche Curve vom Index . . ■^ . Andrerseits ist bekannt (§ 45, a), 

dass die Fusspunktcurve von (jMq) inbezug auf P eine andre Spirale vom 
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n' . . 

Index -> -47-7 ist. Wir gelangen also auf einem neuen Wege (vgl. § 59, e) 

n' 
zu dem Satze, dass der Pol einer Sinusspirale vom Index . , = w, 

die sich auf einer Bibaucour'schen Curve vom Index , , - = 2n — 1 ab- 

wickelt, eine Gerade beschreibt. 

b) Ist (^0) ®i^ Kegelschnitt, so ist die von einem Brennpunkte er- 
zeugte BoUcurve (P) eine Delaunay'sche Curve, und man weiss (§ 32), dass 
die Fusspimktcurve des Kegelschnitts inbezug auf P der über der Focalaxe 
als Durchmesser beschriebene Kreis ist. Man bemerke, dass umgekehrt jeder 
Kreis, wie man auch den Punkt P in seiner Ebene fixieren mag, die Fuss- 
punktcurve eines ganz bestimmten Kegelschnitts ist, der seinen Brennpunkt 
in P hat. Also ist die Curve, auf welcher man einen Kreis ab- 
wickeln muss, wenn ein gegebener Punkt in seiner Ebene eine 
Gerade beschreiben soll, eine Delaunay'sche Curve. 

§ 63. 

Wenn der Punkt P in der Ebene von (M^ nicht fest ist, so muss 
man vor allem die Bahneurve kennen, die er in der genannten Ebene 
beschreibt und die Lage, welche er in jedem Augenblick auf derselben 
einnimmt. Zu dem Ende genügt es, den Krümmungsradius q' der 
Bahneurve und das Verhältnis Xq ihres Bogenelements zu demjenigen von 
(Jf^) zu geben, so dass diese Grössen als bekannte Functionen von s^ 
zu betrachten sind. Wir wollen uns auf die Untersuchung des ein- 
fachsten Falles beschranken, wo die Bahneurve beständig orthogonal 
zn den Radien 'PM ist. Aus dieser Bedingung muss sich eine Be- 
ziehung zwischen x^ und q" ergeben. Um die Rechnungen etwas ab- 
zukürzen, wollen wir die Lagen M! und P' betrachten, welche M und 
P in der festen Ebene nach einer unendlich kleinen Rollbewegung von 
(Jf^) auf ( Jf) annehmen, so dass MM'^ds, PP'=xds ist. Die Ge- 
raden PM und P'Jf' treffen einander in dem Krümmungscentrum C 
der Bahneurve von P in der festen Ebene, und man hat offenbar 

PP' MM' . /, j T. X sind 

PT = JTC'- "'^ ^' ^'^' V^V^^r' 

Die Schlussweise gilt auch für den Fall, dass man die Yerrückung von 
P in der beweglichen Ebene betrachtet, mithin ist 
/^^x p' sin 6 p" sin ö 

(16) « = 7-ZT' ^0 = 7^37- 

Dies vorausgeschickt hat man, da die Variationen der Goordinaten von 
P in der beweglichen Ebene die Producte des Bogenelements x^ds^ mit 
sin 6 und — cos 6 sind, 

&x y Sy X 



dx 
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Trägt man femer diese Werte in die auf die bewegliche Corve bezüg- 
lichen Fundamentalformeln ein, so gewinnt man daraus 

Mithin werden die auf die feste Gurre bezüglichen Formeln 

Also geht auch im vorliegenden Falle die Normale der Rollcurye durch 
den augenblicklichen Berührungspunkt, d. h. die beiden Bahncurven 
Yon P berühren einander. Man ersieht überdies aus den letzten 
Formeln^ dass das Verhältnis des Bogenelements der Rollcurve zu dem 
der Basis 

ist. Ist die Function Xq gegeben, so lehrt die Formel (17) den Bogen 
der Rollcurve kennen, und die erste der Formeln (16) gestattet alsdann 
ihre Krümmung zu berechnen. 

§ 64. Formel von Savary. 

Setzt man in (17) für x und Xq die Werte (16), so erhält man 

(18) 



Dies ist die wichtige Formel von Savary, welche sich für q" = 
auf (6) reduciert und bei der Bestimmung von q immer an Stelle der 
ersten Formel (16) gesetzt werden darf. Wenn nämlich Xq gegeben 
ist, so ist auch die Function p" mit Hilfe der zweiten Formel (16) 
bekannt. Geometrisch interpretiert, gestattet die Formel von Savary 
das Krümmungscentrum C der Rollcurve zu construieren, wenn man 
das Krümmungscentrum C" der Bahncurve des erzeugenden Punktes in 
der beweglichen Ebene als bekannt voraussetzt. Sie sagt uns in der 
That, dass die Senkrechten auf PM und auf der Tangente von 
{M) im Punkte Jf, welche bezüglich durch M und durch C 
hindurchgehen, einander AutHC treffen. Man kann den Punkt H 
ausschalten durch die Bemerkung, dass sich die Geraden CC und 
CqC" auf dem Lote treffen, welches in M auf PM errichtet 
ist. Man findet auf diese Weise, wenn C" mit P zusammenfallt, die 
in § 58 angegebene Construction wieder. 



§ 64. Formel von Savary. § 66. Enyeloppen. § 66. d3 

§ 65. Enveloppen. 

Wenn sich (Jf^) auf (M) abwickelt, so umhüllt (§ 16) jede in der 
Ebene von (Jf^) feste Curve eine gewisse Curve (P). Jeder Punkt P 
lasst sich als gemeinsamer Punkt Ton zwei unendlich benachbarten 
Lagen der betrachteten Curve ansehen, d. h. als fest in der Ebene der 
Curve (Jfo)? während diese unendlich wenig auf (M) fortrollt. Also 
geht (§ 57) die Normale der Enveloppe, der Bahncurve von P in der 
festen Ebene, durch M, d. h. die betrachtete Curve berührt ihre 
Enveloppe im Fusspunkte der Senkrechten, welche sich auf 
sie von M aus fällen lassen. Es gelangt auf diese Weise die 
Voraussetzung des § 63 zur Realisierung, d. h. der Punkt P be- 
wegt sich auch in der Ebene von (Mq) senkrecht zu PM. Hat man 
also die Goordinaten r und von P, der senkrechten Prqjection des 
Anfangspunktes M auf die betrachtete Curve, gefunden, so wird es 
genügen, sie in die Formeln (16) und (17) einzusetzen, um in jedem 
Falle zu der natürlichen Gleichung der Enveloppe zu gelangen. 
Man wende endlich die Formel von Savary auf denjenigen mit (-Mq) 
fest verbundenen Punkt C" an, der in einem gegebenen Augenblick 
mit dem Krümmungscentrum der beweglichen Curve in dem Punkte, 
wo diese ihre Enveloppe berührt, zusammenfallt. Ist q"' der Krümmungs- 
radius der Bahncurve von C", so hat man in (18) p'" und an Stelle 
von q' und q'' zu setzen und r — p" anstatt r. Dies kommt auf eine 
Ersetzung von q' durch p" -j" P ' hinaus. Also ist p'=p"-(-p% 
d. L das Ejrümmungscentrum der Bahncurve des betrachteten Punktes 
fällt mit dem Krümmungscentrum der Enveloppe der beweg- 
lichen Curve zusammen. 

§ 66. 

Um auf die Gerade die vorhergehenden Formeln anzuwenden, hat 
man anzunehmen ()''== oo. Unter dieser Voraussetzung .liefert die 
zweite Formel (16) Xq = sin ö; femer lehrt die Formel (17) den Wert 
von X kennen, und aus (18) gewinnt man q\ Man erhält auf diese 
Weise 

(19) 5'= Hsin Ö + J)ds, 9' = r + «sin0, 

wo r und die Coordinaten der Projection P von M auf die be- 
trachtete Gerade sind. Da diese in der Ebene von {M^ gegeben ist, 
so lassen sich r und als Functionen von Sq oder von s ausdrücken; 
alsdann ergiebt sich durch Elimination von s aus den Gleichungen (19) 
die natürliche Gleichung der Rollcurve (P). 
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§ 67. Anwendung. 

Wenn eine Bibaucour^sche Curve vom Index n sich auf einer Geraden 
abwickelt, so berührt ihre Directrix, welche auf der Normale von M aus 

gerechnet einen Abschnitt ä- (w -f- 1) ^o bestimmt, die zugehörige Enveloppe 
im Fusspunkte P des Lotes, das von M aus auf sie gefdllt ist, mithin 
hat man r = — (w -f- 1) ^q sin ö. Trägt man diesen Wert in die zweite 
Formel (19) ein, in welcher ^ = ^o ^^^> ^^ findet man 

n + 3 2r , n— 1 . . 

g -— L.^ ,. =-- WO W = ■ , p ist, 

und gelangt so zu dem folgenden Theorem von Dubois: Wenn eine 
Bibaucour'sche Curve vom Index n sich auf einer Geraden ab- 
wickelt, so umhüllt ihre Directrix eine Bibaucour'sche Curve vom 

n — 1 
Index — f-r . Setzt man z. B. w = 1, 0, — 2, u. s. w., so findet man 

folgendes: Wenn ein Kreis sich auf einer Geraden abwickelt, so umhüllt 
jeder seiner Durchmesser eine Cycloide; die Directrix einer Cycloide, die 
sich auf einer Geraden abwickelt, bleibt parallel zu den Tangenten einer 
Astroide; die Directrix einer Parabel, die sich auf einer Geraden abwickelt, 
berührt fortwährend eine Kettenlinie; u. s. w. 



§ 68. Büokkehrkreis. 

Die zweite Formel (19) zeigt, dassman()'=0 hat, wenn r= — «Ssinö 
ist, d. h. wenn P einem Kreise angehört, der symmetrisch zu dem In- 
flexionskreise (§ 60) ist inbezug auf die Tangente von (M) im Punkte M. 
Diesen Kreis nennt man Rückkehrkreis, da er der Ort der Spitzen 
ist, die in einem gegebenen Augenblick auf den Bollcurven auftreten, 
welche die Geraden der Ebene von {M^ (als Tangenten) erzeugen. 
Man bemerke, dass im Punkte jBT', der zu H inbezug auf M sym- 
metrisch ist, alle Cuspidaltangenten zusammenlaufen. Daxaus 
folgt, dass eine in der Ebene von {M^ feste Gerade, die besländig 
durch JT hindurchgeht, einen in der Ebene von {M) festen Punkt 
enthält, der allen Rückkehrkreisen gemeinsam ist. In der That ist 
der zweite Schnittpunkt P der Geraden mit dem Rückkehrkreise gleich- 
zeitig der Punkt, in dem die Gerade ihre Enveloppe berührt, und da 
man in P beständig p' = hat, so bedeutet dies, dass die Enveloppe 
sich auf den einen Punkt P reduciert. Es ist femer nützlich, zu be- 
merken, dass bei der umgekehrten Abwickelung von {M) auf {M^ die 
Rückkehrkreise und Inflexionskreise sich miteinander vertauschen. Wenn 
nun bei der Abwickelung von (Jf^) auf {M) ein Punkt P, der 
in der Ebene von {M^ fest ist, eine Gerade beschreibt, so 
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inuss diese durch den Punkt H hindurchgehen (§ 60)^ der bei der umge- 
kehrten Abwickelung an die Stelle von H' tritt ^ und es ist demnach 
klar, dasB bei der Abwickelung von {M) auf {M^ die betrachtete 
Gerade sich um P drehen wird. 

§ 69. Beispiele. 

a) Wir haben gesehen (§ 59, e), dass der Pol einer Sinusspirale vom 
Index n\ welche sich auf einer Ribaucour'schen Curve vom Index w= 2n' — 1 
abwickelt, längs der Directrix der Basis fortschreitet. Daraus folgt sofort, 
dass die Directrix einer Bibaucour'schen Curve vom Index n^ die 

sich auf einer Sinusspirale vom Index — (n-|- 1) abwickelt, sich 

um den Pol der Spirale dreht. Wenn sich z. B. eine Gerade auf einer 
Eettenlinie abwickelt, so bewegt sich ein Punkt ihrer Ebene in gerader 
Linie, und bei der umgekehrten Abwickelung geht die Directrix der Eetten- 
linie durch einen festen Punkt; wenn eine Cardioide sich auf einer passend 
gewählten Cycloide abwickelt, so durchläuft ihre Spitze die Directrix der 
Cycloide, und bei der umgekehrten Abwickelung geht diese Gerade fort- 
während durch die Spitze der Cardioide; die Curve, auf welcher sich die 
zweite Fusspunktcurve eines Kreises inbezug auf einen Punkt seiner Ebene 
abwickeln muss, damit dieser Punkt eine Gerade beschreibe, ist Parallelcurve 
einer Astroide, und bei der umgekehrten Abwickelung wird sich die Ge- 
rade um den Punkt drehen. 

b) Allgemeiner können wir unter Benutzung des Theorems von Habich 
(§ 61) folgendes behaupten: Eine Curve, die bei der Abwickelung 
einer andern auf einer Geraden von einem Punkte P erzeugt wird, 
muss sich auf der Fusspunktcurve der zweiten Curve inbezug 
auf P abwickeln, wenn die genannte Gerade einen Punkt umhüllen 
soll. So z. B. findet man unter der Annahme, dass die zweite Curve ein 
Kegelschnitt ist, den Satz (vgl. § 62, b): Wenn sich eine Delaunay'sche 
Curve auf einem passend gewählten Kreise abwickelt, so dreht 
sich ihre Basis um einen festen Punkt. 

• 

§ 70. 

Wir wollen zum Schluss darauf aufmerksam machen ^ welchen 
Nutzen für uns in diesen Vorlesungen die Theorie der Bollcurven hat, 
insofern sie uns Erzeugungsweisen für einige Curven liefert, welche bis 
dahin nur durch ihre natürliche Gleichung bekannt waren. Z. B. können 
wir uns jetzt in exacterer Weise von der Gestalt der Bibaucour'schen 
Curven Rechenschaft geben, welche durch die Indices 3 und — 5 definiert 
sind und oben (§ 41) wegen der Ähnlichkeit ihrer natürlichen Gleichungen 



2/» «p z 
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mit denen der Lemniscate und der gleichseitigen Hyperbel erwähnt 
wurden. Jetzt können wir sagen, dass die erste Curye der Ort des 
Mittelpunktes einer gleichseitigen Hyperbel ist, welche sich auf einer 
Geraden abwickelt, oder die Enveloppe der Directrix einer Eettenünie, 
welche sich (von aussen) auf einer gleichen Eettenlinie abwickelt; sie 
ist femer auch die Gurve, auf welcher sich eine Lenmsicate abwickeln 
muss, wenn ihr Mittelpunkt eine Gerade durchlaufen soll. Ebenso 
stellt die zweite Gleichung die Curve dar, auf welcher sich eine gleich- 
seitige Hyperbel abwickeln muss, wenn ihr Mittelpunkt eine Gerade 
beschreiben soll. Wenn umgekehrt die beiden Curven sich bezüglich 
auf einer Lemniscate und einer gleichseitigen Hyperbel abwickeln, so 
drehen sich ihre Directricen um feste Punkte. 



Sechstes Kapitel. 
Die Sehwerpankte. 



§ 71. 

Den Punkten Jf,- (i = 1, 2, 3 . . .), die in einer Ebene durch die 
Coordinaten o:»-, y»* inbezug auf irgend ein Axenpaar definiert sind^ ordne 
man Coefficienten (li zu, die als Massen bezeichnet werden sollen^ und 
man betrachte den Punkt G, welcher durch die Coordinaten 

definiert ist. Es ist klar^ dass jede auf die Coordinaten der Punkte 
Mi ausgeführte lineare Transformation sich fQr die Coordinaten Xy y 
identisch wiederholt^ und dies genügt^ um die Einzigkeit des Punktes 

(1) in Evidenz zu setzen^ d. h. um zu beweisen^ dass dieser immer der- 
selbe ist; wie man auch die Axen wählen mag. Der Punkt Q heisst 
der Schwerpunkt des gegebenen Systems von Punkten oder von 
Massen. Im besondem bemerke man^ dass der Schwerpunkt eines 
Systems von zwei Massen fi^ und fi^; ^^^ ^^ ^^^ Punkten M^ und M^ 
angebracht sind^ derjenige Punkt ist^ welcher M^M^ im umgekehrten 
Verhältnis von (i^ zu ft^ ^^^' ^^^ Schwerpunkt eines aus mehreren 
Punktsystemen zusammengesetzten Systems ist gleichzeitig der Schwer- 
punkt des Systems der Schwerpunkte^ falls man sich in jedem derselben 
eine Masse angebracht denkt; die gleich der Sunmie der Massen des 
entsprechenden Systems ist. Diese und andre Eigenschaften lassen sich 
leicht aus den Formeln (1) ableiten. Wir wollen eingehender den Fall 
einer continuierlichen Massenverteilung längs einer Curve betrachten und 
mit fids die unendlich kleine Masse bezeichnen ^ die auf dem Bogen- 
element ds liegt: es wird genügen, die Function fi von s, welche man 
die Dichtigkeit nennt; zu kennen^ damit das Gesetz der Massen Verteilung 
bekannt und der Schwerpunkt eines beliebigen Bogens vollkommen be- 
stimmt sei. Die Coordinaten dieses Schwerpunkts sind durch die Formeln 

(2) xJfids=f^udSy yjfids^'jfivds 

C«i4rO| natürl. Geometrie. 7 
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gegeben^ wenn man annimmt, dass sich die Integrationen von einem 
Ende des betrachteten Bogens zum andern erstrecken, und mit u und v 
die Goordinaten der Gurvenpunkte bezeichnet. Die einfachste Annahme 
ist die, dass die Dichtigkeit constant ist; man erMlt alsdann den 
Schwerpunkt im eigentlichen Sinne, der im folgenden immer gemeint 
sein soll, wenn nicht ausdrücklich eine andere Annahme gemacht wird« 
Nimmt man dagegen die Dichtigkeit gleich (oder proportional) der 
Krümmung der Gurve, so erhält man den sogenannten Steiner'schen 
Krümmungsschwerpunkt. 

§ 72. 

Zur Bestimmung der zweifach unendlich vielen Schwerpunkte aller 
Bogen einer Gurve genügt die Kenntnis der Schwerpunkte derjenigen 
Bogen, welche einen gegebenen Endpunkt haben (in den man immer 
den Anfangspunkt der Bogen verlegen kann); denn der Schwerpunkt 
eines beliebigen Bogens M^M^^ der durch die Werte s^ und s, von s 
in seinen Endpunkten definiert ist, teilt die gerade Strecke, welche den 
Schwerpunkt von OM^ mit demjenigen von OM^ verbindet, im Ver- 
hältnis -. Es sei also G der Schwerpunkt eines Bogens OM, und 

Xy y seien seine Goordinaten inbezug auf die Tangente und die Normale 
in dem beweglichen Endpunkte M. Im vorliegenden Falle reducieren 
sich die Formeln (2) auf die Form 

sx ^=fudSy sy ^==JvdSy 



wo jedes Paar von Werten w, v den Unbeweglichkeitsbedingungen (§ 12) 
genügt mit Ausnahme des einen (u «« 0, t; = 0), welches sich auf die 
obere Grenze der Integrale bezieht. Daraus folgt zunächst, wenn man 
den Wert von q im Punkte M einfach mit q bezeichnet. 



» a t » 9 

I uds = - / vds — f ds^ ^ I vds = / uds , 



ds 

ö ö 



d. h. 

,Q\ dsx sy dsy sx 

W 'df~J~^' 'dr~ J' 

Die Goordinaten von G sind durch diese Gleichungen und durch die Be- 
dingung bestimmt, gleichzeitig mit s zu verschwinden, da offenbar, wenn 
der Bogen sich auf den Punkt reduciert, der Schwerpunkt ist. 
Dieselben Gleichungen (3) lassen femer mit grösserer Genauigkeit er- 
kennen, in welcher Weise G nach convergiert. Wenn nämlich q in 
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dem (willkürlich gewählten) Anfangspunkte der Bogen von Null ver- 
schieden ist^ so hat man auf Grund des Satzes von V Hospital 

lim — = hm -? =* -s^ lunl— — 1) = — — , 

8 s* 2 \9 / 2 ' 

hm ^ = hm -i = — ^ hm — = s— , 

und man sieht^ dass in der Umgebung von die Gleichung a?^ + y^= ^ P^ 

annähernd erfüllt ist^ d. h. der Schwerpunkt nähert sich der Lage 
auf einem Kreise^ welchen man erhält^ indem man den oscu- 
lierenden Kreis von aus auf drei Viertel verkleinert. 



§ 73. 

Sehr nützlich ist die Kenntnis der Schwerpunktlinie, d. h. der- 
jenigen Curve, welche der Punkt G beschreibt, wenn M sich längs der 
gegebenen Curve bewegt. Offenbar besitzt eine Curve unendlich viele 
Schwerpunktlinien, deren jede in irgend einem Punkte jener Curve 
ihren Anfang nimmt; und es ist nach den letzthin gemachten Bemer- 
kungen klar, nicht nur, dass jede Schwerpunktlinie die Curve in dem 
entsprechenden Anfangspunkte berührt, sondern ausserdem noch, dass 
ihre Krümmung in dem Berührungspunkte gleich vier Dritteln von der- 
jenigen der gegebenen Curve ist. Also gehört jede Curve der En- 
veloppe ihrer Schwerpunktlinien an, wie man in noch klarerer Weise 
durch die Bemerkung erkennt, dass sich zwei beliebige Schwerpunkt- 
linien in dem Schwerpunkte des von ihren Anfangspunkten auf der ge- 
gebenen Curve bestimmten Bogens treffen, und dass dieser Schwerpunkt 
sich der Lage auf der Curve nähert, wenn die beiden Anfangspunkte inein- 
ander übergehen. Wenn die Curve geschlossen ist, so haben zwei Schwer- 
punktlinien unendlich viele gemeinsame Punkte, nämlich die Schwer- 
punkte der unendlich vielen Bogen, die durch die Anfangspunkte auf 
der Curve bestimmt werden. Da nun die Differenz oder die Summe 
von zwei derartigen Bogen immer ein Vielfaches der Länge der ganzen 
Curve ist, so kann man hinzufügen, dass sich die beiden Schwerpunkt- 
linien auf einer Geraden schneiden, die durch den Punkt Q hindurchgeht, 
welcher der Schwerpunkt der ganzen geschlossenen Curve und gemein- 
samer Punkt aller Schwerpunktlinien ist. 

§ 74. 

Gehen wir nunmehr daran, allgemeiner die Curve zu betrachten, 
welche von einem beliebigen Punkte F, dessen Coordinaten den Formeln (3) 
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genügen, beschrieben wird. Die Fandamentalformeln Uefem infolge 

von (3) sofort 

6x X 6y y 

ds 8 * ds s ' 

mithin geht die Tangente von (F) im Punkte F darch M, d. h. der 
Punkt r verfolgt beständig den Punkt M, und das Verhältnis 

der Bogenelemente der beiden Curven ist x = — • Die Coordinaten r 

und d von F genügen nur der einen Unbeweglichkeitsbedingung 

de £ , sin e 

ds ^ ^ ' 

was sich sofort aus der Bemerkung ergiebt, dass die Gerade MF in F 
ihre Enveloppe berührt, und was man übrigens leicht aus den Formeln 
(3) ableiten kann. Also hat man (§ 15) zur Berechnung der Krüm- 
mung von (F) 

X 1 . dB sin 

q' q * ds r ^ 

mithin ergiebt sich die natürliche Gleichung von (F) durch Elimination 
von s aus den Gleichungen 

s' = I —dSy p' = — ^— s- • 
t s ' ^ « sin 6 

Die zweite Formel liefert ein Mittel, das Krümmungscentrum von F zu 
construieren. Man trage auf der Tangente von (Jf) in negativem Sinne 
die Strecke MD = s ab, und H sei die Projection von D auf die Nor- 
male von (jT). Dann gehört das Erümmungscentrum von (F) 
dem in M auf MH errichteten Lote an. Diese Eigenschaften 
kommen im besondem jeder Schwerpunktlinie (6r) zu, die unter allen 
Curven (F) durch den Umstand charakterisiert ist, dass sie durch 
hindurchgeht, wo sie (Jf) berührt und die Krümmung 

1 ,. «sind ,. /«\3 ,. y 4 

-r = lim — i — = lim(— ) um -^ = ^— 

hat. An der Hand der ersten Eigenschaft ist es leicht, sich Rechen- 
schaft von der allgemeinen Gestalt der Schwerpunktlinien einer be- 
liebigen geschlossenen Curve zu geben. Den Punkt Q^ den Schwerpunkt 
der ganzen Curve, passiert die Schwerpunktlinie, welche in ihren 
Anfang nimmt, unendlich oft, und zwar unter Berührung von OQ. 
Ihre Krümmung erfährt bei jedem neuen Durchgang einen constanten 
Zuwachs und überschreitet schliesslich jede Grenze. Die Schwerpunkt- 
linie zieht sich also bei Q immer mehr und unbegrenzt zusammen. 
Dies ist ein asymptotischer Punkt, von dem nichtsdestoweniger eine 
Gerade OQ ausgeht, welche die Curve nicht unendlich oft trifft. Die 



§ 76. § 76. Anwendungen. 101 

Tangenten der Schwerpunktlinie in den unendlich vielen Schnittpunkten 
mit jeder andern von Q ausgehenden Geraden gehen durch einen Punkt. 
Wenn sich femer die Gerade um Q dreht^ so beschreibt der Punkt die 
geschlossene Gurve^ zu welcher die gegebene Schwerpunktlinie gehört. 

§ 75. 

Zur Bestimmung der Schwerpunkte ist die Curve (G) keineswegs 
unerlasslich. Es genügt eine beliebige Curve (JT) zu kennen. In der 
That; es seien | und ri die Coordinaten von F und man setze 

a; = 5 + iZcos ö, y="i2 + i2sinö. 
Bei Anwendung der Formeln (3) auf die Punkte F und G erhält man 

\ = cos ö : 

Q ' 



j- (sR cos 6) = — sin ö, 


ds (^^ ^^ 


mithin ist 

ds ^' 


de 1 

ds Q 



Aus der ersten Gleichung ersieht man, dass sR constant sein muss^ 
die zweite sagt uns^ dass die Richtung FG unveränderlich ist. 
Kennt man also eine Curve (V), so ist ein einziger Schwerpunkt Gq 
hinreichend^ um die ganze Schwerpunktlinie (G) zu bestimmen. In der 
That! Wenn Fq der Punkt auf der Curve (F) ist, welcher G^ ent- 
spricht, so genügt es, durch jeden Punkt F parallel zu FqGq eine Strecke 
zu ziehen, deren Länge zu derjenigen von Fo^o ^^ umgekehrten Ver- 
hältnis von s zu Sq steht. Der Endpunkt einer solchen Strecke ist 
gerade G. Im besondem kann man statt Gq den Anfangspunkt selbst 
wählen. Dann liegt jedoch Fq im Unendlichen, d. h. (F) hat eine 
Asymptote, deren Richtung gerade diejenige aller Strecken FG ist; von 
der Grösse dieser Strecken weiss man aber nur, dass sie von einem 
Punkte zum andern im umgekehrten Verhältnis von s variiert, und um 
sie zu bestimmen, wird man sich daran erinnern müssen, dass zwar bei 
der unendlichen Annäherung von j9f an die Entfernungen der Punkte 
M und G von F unbegrenzt zunehmen, MG dagegen nach Null con- 
vergieren muss. 

§ 76. Anwendungen. 

a) Im Falle eines Kreises (^ = a, 8 = aq>) lassen die Gleichungen (3), 
wenn man sie auf die Form 



dxtp 
d<p 



Q, — a)q>, ^ = — o:<P 
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bringt, sofort die Lösung y^=a^ xtp ^ — a erkennen. Obgleich man 
durch eine leichte Integration zu dem Ergebnis gelangt, dass die Goordi- 
naten von G 



a 



X -(1 



cos 



y), y^a[l—^) 



sind, so genügt für uns nach den in § 75 gemachten Bemerkungen die 



a 



Kenntnis des Punktes F, der durch die Coordinaten x = , v = a 

definiert ist, um auch G bestimmen zu können. Man wickele den Bogen OM 
auf der Tangente im Punkte M ab, und es sei 2> der Punkt, nach welchem 
gelangt. Der Punkt F fällt mit dem Schnittpunkte • der beiden durch M 

und durch Q zu den Strahlen QD und QM gezogenen 
Senkrechten zusammen. Wenn q> nach Null abnimmt, so 
' wächst der absolute Betrag von x ins Unendliche, mithin 
wird MF in der Grenze zur Tangente des Kreises. Also 
gehört der Schwerpunkt des Bogens OM dem von 
F auf OQ gefällten Lote an. Dies genügt zur Con- 
struction des Punktes &, der aus Symmetriegründen gleich- 
zeitig auf der Halbierungslinie des Winkels OQM liegen 
muss. Übrigens ist es leicht, die Länge von FG zu 
bestimmen, wenn man beachtet, dass dieselbe im umgekehrten Verhältnis 
von g> variieren muss, und dass sie sich andrerseits in der Umgebung von 
annähernd verludt wie diejenige von FM^ welche sich ihrerseits daselbst 




Fig. 36. 



a 



a 



wie — verhält. Also ist FG= — =rQ^ d. h. der Schwerpunkt gehört 

auch dem Kreise an, der um P als Mittelpunkt derart beschrieben 
ist, dass er den Badius QM berührt Man bemerke, dass auf diesem 
Kreise der Bogen Q6r die constante Länge a hat. Daraus folgt: Wenn ein 
unendlich dünner und in der Umgebung von Q festgehaltener unausdehn- 
barer Stab QM in Kreisform gebogen wird, so beschreibt sein bewegliches 
Ende diejenige Schwerpunktlinie des Kreises vom Mittelpunkte Q, welche in 
M ihren Anfang nimmt. Betrachtet man endlich die ähnlichen Dreiecke 
MOD^ QGM mit senkrecht aufeinander stehenden homologen Seiten, so 
sieht man, dass auch die Seite OD senkrecht auf GM steht, und man wird 
auf diese Weise zu einer sehr viel einfacheren Construction des Schwer- 
punktes geführt: G gehört dem von M auf OD gefällten Lote an. 
b) Untersuchen wir, ob man den Gleichungen (3) dadurch genügen 
kann, dass man x und y proportional zu s annimmt. Unter dieser Voraus- 
setzung werden diese Coordinaten sicher den Schwerpunkt definieren, da sie 
gleichzeitig mit s verschwinden. Setzt man x =^\ics^ y ^= ßs^ so liefern 
die Formeln (3) 

9_ _^ P ^^ ^ 

8 2a + 1 2(3 ' 

mithin ist die Curve eine logarithmische Spirale. Ist umgekehrt eine 
derartige Curve durch die Gleichung ^ = Äs gegeben, so können wir immer 
a und ß als Functionen von k aus den vorstehenden Gleichungen berechnen 
und sind dann sicher, dass die Gleichungen (3) durch x = as^ y =s ßs he- 
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friedigt werden. Aber diese Art der Bestimmnng ist keineswegs notwendig, 
da es genügt, den genannten Gleichungen die Form 

g ^ y ^ _^ 

zu geben, mn zu erkennen, dass der Schwerpunkt des Bogens OM den 
Geraden 

sx + ^qy = 0, 2qx — s{y — ^) = 

angehört Inzwischen ist bekannt (§ 11, c), dass das auf Ojlf in 0, dem 
Pol der Spirale, errichtete Lot im Erümmungscentrum C die Normale und 
in JD im Abstände s von itf die Tangente trifft Nun zeigt die geometrische 
Interpretation der letzten Gleichungen, dass G die Projection von M 
auf die Gerade ist, welche C mit dem Mittelpunkte von MD ver- 
bindet Man bemerke hier noch, dass 6r, ebenso wie 0, dem über MC 
als Durchmesser beschriebenen Kreise angehört. 

c) Für rc = werden die Formeln (3) y = q^ -^ ss= 0; mithin ist 

sq = a^. Folglich ist im Falle einer Elothoide das Erümmungscentrum 
ein Punkt F, d. h. die dem Inflexionspunkte entsprechende Schwerpunktlinie 
lässt sich aus der Evolute der Gurve ableiten mit Hilfe der Bemerkungen 
in § 75. Da nun MF schliesslich die Normale im Inflexionspunkte wird, 
wenn M nach hinrückt, so gehört der Schwerpunkt des Bogens 
OM dem vom Erümmungscentrum in M auf die Inflexionstan- 
gente gefällten Lote an. Überdies variiert FG im umgekehrten Ver- 
hältnis von ^, d. h. proportional zu ^, und da MG sich in der Umgebung 
von annähernd wie FM — FG verhält, so hat man notwendig FG =='q, 
sonst würde MG jede Grenze überschreiten anstatt nach Null zu con- 
vergieren. Also gehört der Schwerpunkt des Bogens OM auch dem 
osculierenden Ereise im Endpunkte M an. Dies vorausgeschickt teilt, 
wie wir wissen (§ 72), der Schwerpunkt eines beliebigen Bogens M^^M^ die 
gerade Strecke, welche den Schwerpunkt von OM^^ mit demjenigen von OM^ 

verbindet, im Verhältnis == ^, und da diese Schwerpunkte die 

Enden von zwei parallelen Badien der die Curve in M^ und M^ osculierenden 
Ereise sind, so sieht man, dass jeder Elothoidenbogen als Schwer- 
punkt einen Ähnlichkeitspunkt der osculierenden Ereise in seinen 
Endpunkten hat Es ist femer leicht, zu zeigen, dass die Elothoide 
die einzige Gurve ist, bei welcher der Schwerpunkt eines beliebigen Bogens 
und die Erünunungscentra in den Endpunkten dieses Bogens in gerader 
Linie liegen. 

d) Wir wollen alle Curven suchen, bei welchen der Schwerpunkt 
eines Bogens OM dem osculierenden Ereise in M angehört, nach- 
dem man diesen von M aus in einem constanten Verhältnis ver- 
kleinert oder vergrössert hat. Es sollen sich mit andern Worten 
Functionen x und y von s finden lassen, die für s = verschwinden, femer 
den Bedingungen (3) genügen sowie der Gleichung 

(4) a;* + y* = (n + 1) qy. 
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Multipliciert man beide Seiten mit s^ und differenziert dann nach s unter 
Beachtung der Formeln (3), so erhält man 

(5) {n-l)sx=^{n + l)y^. 

Schreibt man nun diese Gleichung in der Form 

n — 1 dsy 1^ ♦* + 1 ^^9 r% 

sy ds ' «9 ds ' 

so gewinnt man daraus durch Integration 

(6) (sy)'-' (s9)-+> = a*- , 

vorausgesetzt, dass w $ ist. Für w = 1 findet man in dieser Weise die 

Elothoide, auf die wir hier nicht mehr zurückkonunen wollen. Die Elimi- 
nation von SQ aus den Gleichungen (4) und (6) ergiebt 

An 9 

(7) (««)» + (syy = (w + 1) aH^ (sy)^^ , 

und d& sx und sy mit 5 unendlich klein werden, so ist notwendig n + 1 > 0. 

2 
Man muss überdies — r— r < 2 haben, d. h. w>0, wenn man vermeiden 

will, dass unter Vernachlässigung infinitesimaler Grössen höherer Ordnung 
in der Umgebung von für reelle, nicht verschwindende Werte von x und 
von y die sinnlose Gleichung x^ -^ y^ = besteht. Dies vorausgeschickt 
setze man zur Abkürzung 

SQ = aH, X = V {n + 1)^»=^ — 1 . 
Die Formeln (6) und (7) liefern 

(8) sy = aH »-^ , sx = ± xa^t "-^ , 

und die erste von diesen Gleichungen zeigt, dass ndt unendlich abnehmendem s 
t nach Null con vergiert oder unbegrenzt zunimmt, je nachdem n < 1 oder 
n > 1 ist. Setzt man endlich in (5) die Werte (8) ein und integriert, so 
erhält man in dem einen oder dem andern Falle 



(9) s» 2j±la»y^*, bezw. s» = 2^««J 



dt 
t 



Es würde genügen t aus sq ^= a^t und der einen, bezw. der andern Glei- 
chung (9) zu eliminieren, um die natürliche Gleichung unserer Ourven zu 
finden. Will man femer das Verhalten dieser Curven in der Umgebung 
des Anfangspunktes untersuchen, so bemerke man, dass mit unendlich ab- 



nehmendem s die Function x ins Unendliche wächst wie <*•■"*, woraus 



folgt, dass sich die Integrale (9) wie t *""* verhalten, d. h. nach den ge- 
nannten Formeln (9) convergiert t in den bezüglichen Fällen (w < 1 , w > 1) 
nach Null oder nach Unendlich wie s^"~*». Also sieht die Curve in 
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der Umgebung von so aus, als ob ihre natürliche Gleichung q = ]cs^~^^ 
wäre, d. h. sie bekommt in jenem Punkte eine Berührung von niedrigerer 

oder von höherer Ordnung mit der Tangente, je nachdem w < -r- oder w > ^ 

ist. Um ihre Gestalt genauer anzugeben, müsste man sich an früher gemachte 
Bemerkungen (§ 11, e) erinnern und würde dann erkennen, dass das Auftreten 
eines Inflexionspunktes in jedenfalls bevorzugt ist. Ein asymptotischer 
Punkt ist nur im Falle n := möglich, den wir binnen kurzem an letzter 
Stelle untersuchen werden; femer gestattet uns die Schlussbemerkung in 

§ 72 zu behaupten, dass nur für w = -r^ die Krümmung im Anfangspunkte 

einen endlichen und von Null verschiedenen Wert haben kann. Thatsächlich 
liefert in diesem Falle die . erste der Formeln (9) 



^2 « • / " tdt 






f -. /„ 



_e,.(i4->/|r7.), 



woraus man entnimmt 5* -|- 36^* = Const. , die Gleichung einer stern- 
förmigen Epicycloide 'mit zwei Spitzen (§ 8, d). Will man endlich 
wissen, bei welchen Curven n = sein kann, so hat man statt des zweiten 
Gliedes der Gleichung (6), welches für » = aufhört willkürlich zu sein, 
eine beliebige Constante zu setzen, die man zur Vereinfachung der Rech- 
nungen ndt 1 -}" 4^^ bezeichnen kann. Dann liefern die Formeln (4) und (6) 



2kQ p 



^ = — rj-rn> y = 



l + 4/fe*' ^ 1 + 4Ä: 



1 ) 



femer erhält man aus (5) durch Integration 

k' 

^ = lzs + --' 

Zu diesen Curven gehört aber die Klothoide (ä; = 0) , welche unserer For- 
derung nicht entsprechen kann, da für sie n = 1 ist. Man beachte jedoch, 
dass X und y nüt s verschwinden müssen, zu welchem Zweck es notwendig 
und hinreichend ist, dass q verschwindet, d. h. A;' = ist. Also charakte- 
risiert die am Ende der vorletzten Anwendung bemerkte Eigenschaft die 
logarithmischen Spiralen. 



§ 77. 

Die Aufsuchung der Schwerpunkte einer Curve ist immer 
zurückführbar auf die Aufsuchung fester Punkte in der Ebene 
einer andern Curve. Setzt man in der That 



(10) 


sx = aa?o , 


sy — ayQ 


und ausserdem 






(11) 


8^ — 2aso , 


SQ -- aQQ , 
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so gehen die Formeln (3) in die bekannten Bedingungen 

Über, welche die ünbeweglichkeit des Punktes (Xq, y^ in der Ebene 
einer Curve (Jf^,) sichern, deren natürliche Gleichung durch Elimination 
von s aus den Formeln (11) hervorgeht. Inzwischen stellen diese 
Formeln (11) ein Entsprechen zwischen den Punkten von (Jf) und den- 
jenigen von (Jf^) her, während die Formeln (10) eine Lösung (a:, y) 
von (3) mit einer Losung (Xq, j/q) ^^^ 0-^) ^^ Beziehung setzen, mithin 
einer jeden Curve (JT) einen bestimmten Punkt der Ebene von (Mq) 
entsprechen lassen. Im besondem entspricht der Schwerpunktlinie, 
die ihren Anfang in nimmt, der Anfangspunkt der Bogen von (JfoX 
da nach (10) mit s (und s^) ^o ^^^ Jfo verachwinden, wenn x und y 
endlich bleiben: dies tritt (§ 75) im Anfangspunkte nur bei der Schwer- 
punktlinie ein. 

§ 78. GfreometriBChe Ck>nstmotion der Schwerpunkte. 

Die Willkürlichkeit von a gestattet uns, aus den Formeln (10) 
und (11) eine allgemeine Construction der Schwerpunkte abzuleiten. 
Ist der Schwerpunkt des Bogens OM za finden, so nehme man a 
gerade gleich der Länge von OM und bestimme mit Hilfe der Formeln 

(11) die Curve (Jf^). Nach den Formehi (10) fallt, 
wenn die beiden Curven sich in den correspon- 
dierenden Punkten M und Mq berühren, der Schwer- 
punkt von OM mit dem Anfangspunkte von (M^ 
zusammen, und die erste der Formeln (11) giebt 

^^^ *^ uns, wenn s = a ist, SQ = —a.- Es wird also ge- 

nügen, auf (Mq) einen Bogen gleich der Hälfte von OM vom Anfangs- 
punkte aus abzutragen und ihn mit dem andern Ende zur Berührung 
mit dem Bogen OM im Punkte M zu bringen. Alsdann wird der 
Anfangspunkt in den gesuchten Schwerpunkt fallen. Bei der 
Wahl des Punktes Mq kann uns auch die Bemerkung leiten, dass die 
Berührung der beiden Bogen von einer höheren Ordnung werden 
muss (§ 47), da für s = a die zweite Formel (11) q = Qq ergiebi 
Endlich lässt sich eine dritte Bestimmungsweise des Punktes M^ aus 
der Gleichung 




a 
T 



Q J Qo 
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ableiten, aus der man ersieht^ dass^ wenn die beiden Bogen in der 
vorhin angegebenen Weise zur Berührung gebracht werden, ihre Tan- 
genten in den andern Endpunkten parallel sind. 



§ 79. Elnematische Constmotion der Schwerpunkte. 

Wir wollen annehmen, die Curven (Jf) und (M^ seien in zwei 
correspondierenden Punkten zur Berührung gebracht, und man betrachte 
in der Umgebung des Berührungspunktes ein andres Paar solcher 
Punkte M\ M^. Es seien C und Cq die Erümmungscentra der beiden 
Curven im Punkte Jf. Aus den Formeln (10) leitet man unter Be- 
achtung von (11) ab 

52. = yo ^ 1 ^ ?o. ^ ^ 

X y a Q ds ^ 

mithin ist der Punkt Fq der Schnittpunkt der Geraden MF und der 
durch Cq zu CF gezogenen Parallelen. Daraus folgt: Wenn man die 
Ebene von (M^ einer Dilatation oder einer Contraction von M aus unter- 
wirft, welche Cq nach C bringt, so geht durch diese Deformation der 
Punkt Fq in F, der Punkt Mq in M' über, mithin berühren sich die 
beiden Curven immer noch in correspondierenden Punkten, wenn eine 
von ihnen auf der andern rollt. Hat man also die Curve (M) im An- 
fangspunkte der Bogen zur Berührung mit der entsprechenden Curve 
(üf^) in einem passend gewählten Punkte G gebracht und wickelt diese 
sich auf (M) ab, indem sie vom Berührungspunkte aus vergrössert oder 
verkleinert wird derart, dass zwischen den beiden Curven beständig 
eine Berührung zweiter Ordnung besteht, so ist der Punkt G in 
jedem Augenblick der Schwerpunkt des Bogens OM. So kann 
man für eine beliebig gegebene Curve in der Ebene in kinematisch 
anschaulicher Weise den Schwerpunkt eines beliebigen Bogens con- 
struieren, wenn man vorher eine andre Curve kennt, die sich leicht 
mit Hilfe der Formeln (11) bestimmen lässt. 

§ 80. Beispiele. 

a) In der zur Gonstruction des Schwerpunktes eines Kreisbogens ent- 
worfenen Figur (Fig. 36) sieht man deutlich den Evolventenbogen GM, der 
in M beständig von dem festen Kreise osculiert wird; und aus den For- 
mebi (11) findet man for q = a gerade Qq^ := 2aSQ , die Gleichung 
einer &eisevolvente, die derjenigen ähnlich ist, welche den Bogen GM ent- 
hält. Femer bemerke man, dass, während die Spitze beständig den Schwer- 
punkt des Bogens OM angiebt, die Cuspidaltangente parallel zur Tangente 
OT bleibt 
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b) Aus den Formeln (11) ersieht man, dass Qq proportional Sq ist, 
wenn q proportional s ist, d. h. wenn (M) eine logarithmische Spirale ist, 
so ist auch (M^ eine logarithmische Spirale. Wenn die Punkte C und D 
für die erste Spirale construiert sind (vgl. § 76, b), welches sind dann die 
analogen Punkte C^ und D^ filr die zweite Spirale, welche die erste in M 
berührt? Da die Berührung von zweiter Ordnung ist, so fällt Cq mit C 
zusammen; und da nach einer andern in § 78 gemachten Bemerkung der 
Bogen GM der zweiten Spirale, welcher gerade die Länge DqM hat, gleich 
der Hälfte des Bogens OJf , d. h. von BM sein muss, so sieht man, dass Dg 
der Mittelpunkt von DM ist. Nunmehr ist klar, dass, wie die Projection 
von M auf CD, so G die Projection von M auf CDq ist. 

c) Im Falle einer Elothoide giebt die zweite Formel (11) Qq = Const., 
d. h. wenn ein veränderlicher Ereis sich auf einer Elothoide abwickelt, in- 
dem er sie beständig osculiert, so beschreibt einer seiner Punkte diejenige 
Schwerpunktlinie der Elothoide, welche ihren Anfang im Inflexionspunkte 
nimmt. Es ist dies, umgekehrt ausgesprochen, die in § 76 gefundene 
Eigenschaft: man gelangt dazu in directerer Weise und mit grösserer Prä- 
cision, indem man das in § 78 gesagte benutzt. In der That! Hat man 
constatiert, dass, wenn (J[f) eine Elothoide ist, (Jf^) ein Ereis ist, so kann 
man sofort hinzufügen, dass dieser der osculierende E[reis in M ist, und 
dann lässt sich der Schwerpunkt G in folgender Weise construieren: Man 
trägt auf dem Ereise in negativem Sinne einen Bogen MG ab, ebenso 
lang wie die Hälfte des Elothoidenbogens MO, oder aber man beachtet, dass 
die Ereisnormale in G und die Inflexionsnormale der Elothoide parallel sind. 

d) Ist Q = ks^ die Gleichung der Curve (Jtf), so geben die Formeln (11) 

Qq = JCqSq * für (M^. Man findet so (für w = 0, 1, — 1) die früheren 
Eesultate wieder und sieht ausserdem, dass zur Construction der Schwer- 
punkte einer w-ten Ereisevolvente eine (2w -}" l)-te Evolvente notig ist. 
Auf ähnliche Weise findet man, dass eine Astroide nötig ist bei einer 
Cycloide, eine Cycloide bei einer Epicycloide mit zwei Spitzen, eine Cardioide 
bei der sternförmigen Epicycloide des § 76; u. s. w. Allgemeiner ist bei 
jeder cycloidalen Curve eine analoge Gurve nötig derart, dass einem Scheitel 
der festen Curve eine Spitze der beweglichen Curve entspricht 

e) Die Formeln (10) und die zweite der Formeln (11) lassen sofort 
erkennen, dass, wenn die Curve (M) durch eine homogene Relation zwischen 
dem Erünmiungsradius und den Coordinaten des Schwerpunktes definiert ist, 
dieselbe Belation zwischen dem Erümmungsradius und den Coordinaten eines 
festen Punktes die entsprechende Curve (M^ definiert. Daraus folgt z. B., 
dass den in der Anwendung (d) des § 76 untersuchten Curven die Sinus- 
spiralen entsprechen. Setzt man übrigens in den Formeln (9) s* = 2asQ 
und QQ = aty so erhält man gerade die Gleichung der Sinusspiralen (vgl. § 43): 

n+1 /» dQ^ 



^0 = 



n— 1 / / TT 

J Vtr 



io.r— _1 



Der erzeugende Punkt der Schwerpunktlinie ist der Pol der Spirale, da 
nur im Pol ^o "^^ ^ ^^^^ kann (§ 39). Der Pol muss also der Spirale an- 
gehören, was wegen w ^ thatsächlich der Fall ist (§ 44). 
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§ 81. 

Jede der bisher für einige Gurven gefandenen Eigenschafben bleibt 
für eine beliebige Gurve bestehen, vorausgesetzt, dass man längs dieser 
Gurye die Dichtigkeit in geeigneter Weise variieren lässt. Bezeichnet 
man mit 6 die auf dem Bogen OM befindliche Masse, so muss man die 
Formeln (3) durch 

/-tox dcx ay day ax 

^ ^ äs Q ^ da Q 

ersetzen, und diese reducieren sich, wenn man darin 

^ — ^ = 1 = ??. = ^ 
X y a if ds 

setzt, auf die Formeln (12). Denkt man sich also die Betrachtungen 
des § 79 wiederholt, so gelangt man immer dazu, für jede Gurre {M) 
und für eine gegebene Massenverteilung eine Gurve (Jf^) zu con- 
struieren, von der folgendes gilt: Wenn sie sich auf (jlf) abwickelt 
unter gleichzeitiger Dilatation oder Gontraction vom Berührungspunkte 
aus derart, dass sie mit (Jlf ) eine höhere Berührung bewahrt, so führt 
sie bei der Bewegung und Deformation den Schwerpunkt der Masse mit 
sich fort, welche längs desjenigen Bogens von (Jlf) verteilt ist, der vom 
Anfangspunkte an die Berührung der beweglichen Gurve erfahren hat. 
Die Gleichung der letzteren findet man durch Elimination von s aus 
den Relationen 
(14) asQ ^=^j6dSy ttQQ = 6q . 

In den einzelnen Fällen liefert die geometrische Interpretation der so 
erhaltenen Resultate eine Gonstruction des Schwerpunkts, welche auf 
der andern Seite einer beliebigen Gurve zukommt, vorausgesetzt, dass 
man für 6 eine specieUe Function von s wählt. 

§ 82. Beispiele. 

a) Der natürlichen Gleichung einer beliebigen Gurve kann man die 
Form ag = a^ geben, indem man fi proportional der Ableitung der Krüm- 
mung wählt Alsdann liefert die zweite Formel (14) Qq = a, mithin gelten 
filr diese besondere Massenverteilung die Schwerpunktseigenschaften der 
Klothoide. Also ist ein Ähnlichkeitspunkt der Kreise, welche einen 
beliebigen Bogen einer beliebigen Gurve in den Endpunkten 
osculieren, der Schwerpunkt einer Masse, die längs des Bogens 
mit einer Dichtigkeit proportional der Variation der Krümmung 
verteilt ist. Nimmt man im besondem a = a^, so siebt man, dass eine 
uns bereits bekannte Gurve (§ 11, a) durch die Eigenschaft charakterisiert 
ist, dass der Krünmiungsschwerpunkt jedes beliebigen Bogens und die 
Krünunungscentra in den Endpunkten dieses Bogens immer in gerader Linie 
liegen. 
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b) Jede Art den Gleichungen (13) zu genügen liefert besondere Con- 
struetionen von Schwerpunkten. Wir wollen uns darauf beschränken, die- 
jenige anzugeben, welche entsteht, wenn man 

(15) ^x = —ayQy 6y = a (x^ + s) 

in den Formeln (13) setzt. Diese reducieren sich dann auf die Bedingungen 
für die Unbeweglichkeit des Punktes (äCq, ^q) in der Ebene von (ilf), voraus- 
gesetzt, dass man ag = as hat. Man erkennt femer, wie in § 77, dass 
der genannte Punkt der Anfangspunkt der Bogen ist. Inzwischen leitet man 
aus den Formeln (15) und der gefundenen Bedingung durch Elimination 
von 6 ab 

^^0 + yyQ = — sx = Q^Q. 

Also treffen sich bei jeder beliebigen Curve die von M und von C auf 
OD und auf OJf gefällten Lote in dem Schwerpunkte einer Masse, 
die auf dem Bogen OM mit einer Dichtigkeit proportional dem 
Product des Bogens und der Krümmung verteilt ist. Betrachtet 
man im besondem die Curven q = ks* j so findet man ö = (n — 1) «9, 
mithin liefert die vorstehende Construction bei diesen Curven den Krümmungs- 
schwerpunkt. Bemerkt man überdies, dass sich in diesem Falle aus den 

1 

Formeln (14) ^q = ÄqSq^""* ergiebt, so sieht man (§ 24, i), dass die Curve 
(Mq) eine Evolvente von (3f) ist. 



Siebentes Kapitel. 
Baryeentrisehe Analysls. 



• § 83. 

Der Begriff Schwerpunkt dient als Grundlage für eine elegante 
Methode der geometrischen Analysis, welche wir hier nicht von Grund 
aus würden auseinandersetzen können^ ohne das Gebiet der reinen natür- 
lichen Geometrie zu verlassen. Wir werden uns deshalb darauf be- 
schränken^ an der Hand von Übungsbeispielen einige ihrer einfachsten 
und wesentlichsten Zusammenhänge mit der natürlichen Analysis der 
ebenen Gurven zu beleuchten. Zunächst wollen wir daran erinnern 
(§ 71)^ dass der Schwerpunkt M der in den Punkten A^ , A^ ange- 
brachten Massen jx^ und jx^ auf der Geraden A^ A^ U^gt^ und zwar 
derart^ dass 

(1) i^,MA^ + i^MA^ = 

ist. Jedem Paare von Werten jx^ und ft, entspricht also auf der Geraden 
ein Punkt M^ der auch zu unendlich vielen andern Wertepaaren (ft^^ f^) 
gehört^ die durch Multiplication mit einer beliebigen Zahl aus einem 
von ihnen entstehen^ da hierbei die Gleichung (1) in der That ungeändert 
bleibt. Um nun aber zu erreichen^ dass ein Punkt nur einem einzigen 
Wertepaare (ft^ y fi^) entspricht^ kommt man überein ii^-\' ii^ = 1 zu 
setzen: auf diese Weise wird die ganze Gerade erzeugt durch die 
wechselnde Verteilung der Masseneinheit auf die beiden Fundamental- 
punkte A^y A^. Wenn Jbf auf der Geraden ins Unendliche fortrückt^ 
so convergiert das Verhältnis seiner Entfernungen von den Fundamental- 
punkten nach der Einheit und aus (1) ersieht man^ dass in der Grenze 
die Gleichung ^ -f- ft = erfüllt ist. Wir werden der Kürze 
wegen sagen, dass man in dem unendlich fernen Punkte ft^-f'f^a'^O 
hat. Ist N der durch Massen proportional — ft^ und f^ bestimmte 
Punkt, so zeigt die Formel (1), dass {MNA^A^ = — 1 ist, d. h. N 
ist der zu M inbezug auf die Fundamentalpunkte harmonisch con- 
jugierte Punkt. So sehen wir aufs neue ein, dass man wegen der Glei- 
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chung ^ — /iij = , die für den zu dem unendlich fernen Punkte con- 
jugierten Mittelpunkt von Ä^Ä^ besteht^ wohl si^en kann^ im Unend^ 
liehen sei f^ + ^j = . 

§ 84 

Wenn A^, Ä^y A^ die Ecken eines wirklichen Dreiecks sind (in 
der Reihenfolge; wie sie von einem Punkte getroffen werden^ der den 
Umfang des Dreiecks durchlauft, indem er die Flache desselben zur 
Linken lässt), so geht in analoger Weise aus der verschiedenen Ver- 
teilung der Masseneinheit auf die drei Ecken eine doppelte Unendlich- 
keit Yon drei Massen fii^ (i^^ N ^^^ ^^^ jedem dieser Tripel ein Punkt 
(der Schwerpunkt) heryor, den man in jßlgender Weise construieren 

kann: Man teile A^A^ durch den Punkt L im Verhältnis — und dann 

A^L im Verhältnis ^ "^ ^ . Umgekehrt entspricht jedem Punkte der 

^ *** 

Ebene ein Tripel von Werten thy Ihy Ih (j^^^ nennt sie die barycen- 

trischen Coordinaten des Punktes) derart, dass 

(2) f*i + ft + ^8 = 1 ? 

ist, und zwar entspricht ihm ein einziges; wenn nämlich die Gerade A^M 
im Punkte L die Strecke A^A^ im Verhältnis k und wenn M die Strecke 
A^L im Verhältnis h' teilt, so kann man immer und nur in einer 
Weise der Gleichung (2) und den Bedingungen 

(3) f*s = *ft ; 1^ + 1*8 = *>i 

genügen. Lässt man in der letzten von ihnen Je' aUmählich in — 1 
übergehen, so sieht man, dass, wenn M ins Unendliche fortrückt, 
in der Grenze die Gleichung 

(4) 1^1 + (h + th = ^ 
besteht. 

§ 85. Die Gerade. 

Unter Berücksichtigung von (2) werden die Formeln (1) des vorigen 
Kapitels 

(5) X = ii,Xi + .«jiCg + jüaiTs , y = ii^y^ + fi^Vi + Ms^s • 

Mithin lassen sich die linearen Relationen zwischen den cartesischen 
Coordinaten x und y in lineare und homogene Relationen zwischen 
den barycentrischen Coordinaten transformieren. Ist umgekehrt eine 
derartige Relation gegeben, so wird es immer möglich sein, sie in eine 
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lineare Relation zwischen den cartesischen Goordinaten za transformieren 
mit Hilfe der Formeln 

(6) aV = (y, — y^)x — (a^ — x^)y-{- {x^y^ — x^y^), u. s. w., 

welche man durch Auflösung der Gleichungen (2) und (5) nach den fi 
erhält^ wenn man mit a^ den doppelten Flächeninhalt des Fundamental- 
dreiecks bezeichnet: 



0) 



Es steUt demnach jede lineare Gleichung zwischen den barycentrischen 
Goordinaten eine Gerade dar. Fixiert man z. B. Jc^ so stellt die erste 
Gleichung (3) die Gerade dar, welche durch Ä^ hindurchgeht und 
^^ im Verhältnis h teilt. Ebenso ist die zweite Gleichung (3), in 
welcher man h' als constant annimmt, die Gleichung einer Parallele 
zur Seite A^A^, Eine solche Gleichung kann man auch in nicht- 
homogener Form fi^ = Gonst. schreiben und erkennt auf diese Weise, 
dass, wenn ein Punkt sich parallel zu einer Seite des Fundamental- 
dreiecks bewegt, die auf die gegeuüberliegende Ecke bezügliche bary- 
centrische Goordinate sich nicht ändert. Im besondem ist die Gleichung 
der Seite; welche Ai gegenüberliegt, ft,- = . Endlich kann man sagen, 
dass die Gleichung (4) die unendlich ferne Gerade darstellt. 
Dies gestattet uns die Bedingung für den Parallelismus von zwei Geraden 



(8) 



«iM-i + a»^» + ^Ih = 0, /3if*i + ßtN + ßiH = 



sofort hinzuschreiben. Sollen dieselben sich mit einer dritten Geraden 
in einem Punkte schneiden, so ist dazu notwendig und hinreichend, 
dafls die aus den Goefficienten der drei Gleichungen gebildete Determi- 
nante verschwindet, da gerade dies die notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Existenz solcher Werte der (i ist, die nicht sämtlich 
verschwinden und dem System der drei Gleichungen genügen. Dies 
vorausgeschickt ist die Aussage, zwei Geraden seien parallel, äquivalent 
mit der Aussage, dass sie sich auf der unendlich fernen Geraden schneiden. 
Mithin drückt sich die Bedingung für den Parallelismus darin 
aus, dass die Determinante des aus den Gleichungen (4) und (8) ge- 
bildeten Systems gleich Null gesetzt wird: 



(9) 



1 «1 ft 
1 «j ft 

1 «> Ä 



= 



Gesi^ro, natürl. Oeomotrie. 



8 
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§ 86. Entfemmig zweier Funkte. 

Es seien äii^^ tf/ttj, 8(i^ die Variationen, welche die barycentrischen 
Goordinaten beim Übergange von M zu irgend einem andern Punkte 
M' erfahren, und man suche die Entfernung R der beiden Punkte zu 
berechnen, a^ , o^ , a^ seien die Längen der Seiten des Dreiecks. Wäre 
die Strecke MM" parallel zu einer Seite, z. B. zu Ä^A^y so würde ihre 
Länge einschliesslich des Vorzeichens durch a^dfi^ oder auch durch 
— a^Sfi^ ausgedrückt werden, wie sich leicht aus der Ähnlichkeit der 
Dreiecke A^MM\ A^LL' ergiebt. Bei beliebiger Lage der Punkte 
M und M' betrachte man den Schnittpunkt M" der durch M und 
M' zu den Seiten A^A^ und A^Ay gezogenen Parallelen. Die Goordi- 
naten von jüf " sind offenbar ft^ — 8\l^ , ftj| + S^l^ , fi, , mithin haben 
zwei Seiten des Dreiecks MM'M." die Längen a^Syi^ und — 0^8^^, 
Bemerkt man femer, dass der der Seite iJ gegenüberliegende Winkel 
gleich dem Winkel A^ ist, so erhält man 

JJ« = a," (dp,)» + o.» (d/«,)» + («,« 4- «,* - O SihSlh , 
d. h. wegen d(ji^ -f- ^Ih + ^fh '^ ^ 

(10) iJ* = — (a^^S^^dii^ + «2**^*8*^1 + V*f*i*fi2) . 

Wenn im besondem die beiden Punkte unendlich benachbart sind, so 
ist das Quadrat ihrer Entfernung 

(11) ds^ = — («i^rffigd^j + a^^dii^dfi^ + a^^dii^d^i^) . 

§ 87. 

Jetzt sind wir imstande auch die Bedingung für die Ortho- 
gonalität zweier Geraden zu finden. Diese seien die Geraden (8), 
und wir wollen auf ihnen die Punkte P und Q verschieden von dem 
Schnittpunkte M annehmen. Bezeichnen wir mit £ und r^ die Varia- 
tionen der Goordinaten beim Übergänge von M nach P und nach Q. 
Offenbar genügen die e und die r^ den Gleichungen (8), und ausserdem 
hat man, da in jedem Punkte die Gleichung (2) besteht, 

h + h + h = ö; Vi + Vi + Vs = 0. 
Daraus folgt 

^ ^ a« — «8 «8 — «1 «1 — «j ' fe — ft A — ft ft — A * 

Dies vorausgeschickt wende man die Formel (10) auf die Ent- 
fernungen JfP, MQ, PQ in der Relation (PQy = {MPy + {MQf 
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an, die für die Orthogonaliiat notwendig und hinreichend ist. Man 
erlmlt 

d. h. 

(13) ai\hVi + hVi) + V(«a% + hVz) + 08*(^i% + ^%Vi) = , 

wo man für die € und die rj die proportionalen Grössen (12) einzu- 
setzen hat. 



§ 88. Geradenpaare. 

Multipliciert man die Gleichungen (8) miteinander, so findet man eine 
quadratische Gleichung 

(14) ^dj fiifij^O 

mit verschwindender Discriminante, welche auf den beiden Ge- 
raden überall und ausserhalb derselben nirgends erfüllt sein muss. Ist 
umgekehrt eine Gleichung (14) gegeben, deren Discriminante 

^1 ^1» ^8 

ZJ = Cji (^2 ^28 

^1 ^2 ^8 

null ist, SO ist aus der Algebra bekannt, dass die genannte Gleichung 
in zwei lineare Gleichungen zerlegbar ist und daher ein Geradenpaar 
darstellt. Welcher weiteren Bedingung müssen die Goefficienten ge- 
nügen, damit die Geraden parallel oder senkrecht zueinander seien? 
Bemerkt man, dlEtös 

Cii = 2ai/Ji , ^8 = «2 A + «sA , ^ s. w. 
und infolgedessen e^rj^ -f~ ^8^2 proportional 

K — «2) (ßl — A) + («1 —^){ßl — A) = ^n — ^2 — ^18 + ^23 

ist, so sieht man durch Einsetzen in (13) sofort, dass die Bedingung 
für die Orthogonalität 

(15) «— Og»— a3»)cj3 + (V— V— V)^i + (V— V — V)^i2 

ist. In entsprechender Weise betrachte man, um auszudrücken, dass die 
Geraden parallel sind, die Determinante d auf der linken Seite der 

Gleichung (9) und bemerke, dass 

8* 
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1+^81 1 + Cij 1 + Ci3 
1 + ^1 1+^8 1+^ 



ist^ d. h., wenn man mit 6 die Summe der algebraischen Gomplemente 
aller Elemente von ^ bezeichnet^ 

Also ist die Bedingung für den Parallelismus tf = 0. Ausserdem 
erkennt man^ wenn die Gleichung (14) mit reellen Goefficienten gegeben 
ist^ dass die Geraden reell oder imaginär sind^ je nachdem tf <0 
oder tf > ist. 



§ 89. Beispiele. 

a) Es sei f^s = ^|Us ^^^ Gleichung der von Ä^ auf die gegenüberliegende 
Seite gefällten Senkrechten. Man bestimmt Ä;, indem man ausdrückt, dass 
für das Geradenpaar fHfts = A^ft^jü^ die Bedingung (15) erfüllt ist, und man 
findet auf diese Weise, dass die Gleichung der betrachteten Geraden 

(«8* + «1* — Ö2*) f4 = W + «»* — «8*) H 

ist. Also schneiden sich die von den Ecken eines Dreiecks auf die gegen- 
überliegenden Seiten gefällten Senkrechten in einem Punkte (Orthocentrum), 
der durch Coordiaaten definiert ist, die umgekehrt proportional zu den Grössen 



V + V — «1*, «8* + «1* — «8*, «1* + «2 



2 



«8 



2 



sind. 

b) Ein Paar von Geraden, welche von A^ ausgehend die gegenüber- 
liegende Seite harmonisch teilen, wird nach dem in § 83 gesagten durch 
die Gleichung fi,^ = k^(*^^ dargestellt. Will man, dass die genannten Ge- 
raden die Halbierungslinien des Winkels Ä^ seien, so muss man k derart 
bestimmen, dass die Bedingung (15) erfallt ist, d. h. es muss sein a^^ = k^a2^. 
Die drei Paare Halbierungslinien der Dreieckswinkel werden also durch die 
Gleichungen 

!^ = !fi! ^ = {hl !^ = !I5«! 



a. 



CL 



1 9 



Os* Ol" Oj* 



a. 



dargestellt. Mithin treffen sie sich in den vier Punkten, deren barycentrische 
Coordinaten absolut genommen proportional zu % , o^ , o, sind. Im be- 
sondem schneiden sich die drei ianem Winkelhalbierenden in einem Punkte 
(dem Mittelpunkte des einbeschriebenen Kreises), der durch die 
Coordinaten 



fh 



a. 



«1 Ob 



"«i-foj + oa' ^ a^ + a^ + Oj,' ^ (h + <h + ^h 

definiert wird. 

c) Um zu erfahren, in welchem Punkte die Gerade a^fi^-jf- a^fi^-]' a^tii = 
die Seite A^Ä^ trifft, hat man fi^ = zu setzen, und dann sind f^ und jit^ 
durch die Gleichungen fi^ -{- ^^ = 1^ a2f*2"f"*^8f*8*^^ bestimmt. Die 
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letzte muss man durch a^fJ^ — orjfi,. = ersetzen, wenn man nicht den 
Schnittpunkt selbst, sondern den zu ihm inbezug auf das Punktepaar Ä^Ä^ 
harmonisch conjugierten Punkt haben will. Daraus folgt, dass der durch 
die Gleichungen ^ifii = ci^sius =^ c^sf^ definierte Punkt P die Eigenschaft 
hat, dass jede Seite des Dreiecks von der Geraden, die P mit der gegen- 
überliegenden Ecke verbindet, und von der betrachteten Geraden harmonisch 
geteüt wird. Der Punkt P heisst der trilineare Pol der Geraden, und 
umgekehrt ist diese die trilineare Polare von P. Sind (?i, c^, <^ die 
barycentrischen Coordinaten eines beliebigen Punktes, so ist die barycentrische 
Gleichung seiner trilinearen Polare 

Ci c^ C^ 

Im besondem bemerke man, dass die unendlich ferne Gerade ihren trilinearen 
Pol in dem Punkte c^ = Cj = C3 = -^ hat: dies ist der Schnittpunkt der 
Mittellinien, den man einfach den Schwerpunkt des Dreiecks nennt. 



§ 90. Siegelsolmitte. 

Die Einsetzung der Werte (5) in die cartesische Gleichung eines 
Eegelschnitts (§ 25) liefert zwischen den barycentrischen Coordinaten 
eine quadratische Relation ^ welche man vermöge (2) immer homogen 
machen kann. Umgekehrt verwandelt sich jede Gleichung von der 
Form (14), wenn man darin die Werte (6) einsetzt, in eine Gleichung 
zweiten Grades zwischen x und y und stallt daher einen Kegelschnitt 
dar, der in ein Geradenpaar ausartet, wenn zwischen den Goefficienten 
die Beziehung ^ = besteht. Bei beliebigem Werte von ^ gilt die 
Bemerkung, dass die Gleichung, welche man erhalt, wenn man auf der 
rechten Seite von (14) c{ii^ + i^j + (hY setzt, f&r jeden Wert von c 
einen Kegelschnitt darstellt. Die Kegelschnitte, welche den unendlich 
vielen Werten von c entsprechen, verhalten sich im Unendlichen wie 
der Kegelschnitt (14), da im Unendlichen in der Grenze die Gleichung 
(4) erfüUt ist. Sie haben also parallele Asymptoten. Um daher ein Paar 
von Geraden zu finden, die den Asymptoten des Kegelschnitts (14) 
parallel sind, wird es genügen, zu untersuchen, ob gewissen Werten 
von c ein ausgearteter Kegelschnitt entspricht. Inzwischen bemerke 
man, dass für einen beliebigen Wert von c die Discriminante 



^' = 



Cii C C^ C C18 c 
C^i C ^j C ^23 C 



C6 



ist. Die Summe ö' der algebraischen Gomplemente der Elemente von 
^' ist unabhängig von c; denn wenn wir uns denken, man kelire von 
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J' zu ^ zurück durch Addition von c zu allen Elementen von /d'y 
so finden wir unter Anwendung der letzten Formel 

^ = ^' -(- c<j' = ^ + c(<j' — tf), mithin tf' = tf. 

Dies vorausgeschickt wird, wenn tf ^ ist, dem Werte c = — ein Paar 

von Geraden entsprechen, die den Asymptoten des Kegelschnitts (14) 
parallel sind oder mit ihnen zusammenfallen; und auf Grund der 
Schlussbemerkung in § 88 wird man behaupten können, dass der 
genannte Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel ist, je 
nachdem 6>0 oder tf <0 ist. Lässt man die Goefßcienten derart 
variieren, dass 6 nach Null convergiert, so werden die beiden Geraden 
schliesslich parallel, mithin charakterisiert die Bedingung 6 = 
die Parabel, da diese der einzige Kegelschnitt ist, der sich im 
unendlichen verhält wie ein Paar paralleler (zusammenfallender) Ge- 
raden (§ 26). Wenn ^ gleichzeitig mit 6 verschwindet, so artet die 
Parabel in ein Paar von parallelen Geraden aus. Die gleichseitige 
Hyperbel charakterisiert man, indem man ausdrückt, dass sie orthogonale 
Asymptoten hat, d. h. indem man die Bedingung (15) nicht für die 
djj sondern für die Cij — c schreibt. Macht man diese Substitution, 
so sieht man sofort, dass c herausfallt, und erkennt auf diese Weise, 
dass die Gleichung (15) selbst die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür ist, dass die Gleichung (14) eine gleichseitige 
Hyperbel darstellt. 



§91. Tangente und Normale, Pole und Polaren, Mittelpunkt und 

Asymptoten, Homologiepol. 

a) Da man die Tangente einer Curve f((i^ ? f*i ? f^s) = im Punkte 
(^1 7 ^2 ; ^s) ^^ bestimmt durch diesen Punkt und den unendlich be- 
nachbarten Punkt (i/i 4" ^^1 ; ^^2 "h ^^2 ? ^3 + ^^s) ^^ ^®^ Curve be- 
trachten kann, so ist klar, dass ihre Gleichung 



(16) 



Ih ^2 d^i 



= 



ist. Dabei ist f(vj^ > ^2 > ^s) = ^ ^^^ 

\ m O 

Daraus folgt, dass v^dv^ — v^dv^ proportional 
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(df df\ (df df\ df f df , 8f , df\ 

ist; mithin wird die Gleichung (16) 

Man gelangt femer zur Aufstellung der Gleichung der Normale^ indem 
man die Bedingung (13) anwendet. Wenn die Function f homogen 
ist^ so reduciert sich die Gleichung der Tangente auf Grund des be- 
kannten Eul er 'sehen Theorems auf die einfachere Form 

df , df , df r. 

Diese wird im Falle der Kegelschnitte 

b) Die Relation (17) fahrt, geometrisch interpretiert^ wegen ihrer 
bilinearen Form zu einer sehr wichtigen Gorrespondenz zwischen den 
Punkten und den Geraden der Ebene. Hält man die v tost, ohne anzu- 
nehmen^ dass (v^ , v^ , v^) ein Punkt des Kegelschnitts ist; so stellt 
die genannte Gleichung eine Gerade dar^ welche man die Polare des 
Punktes (v^, v^, i/,) inbezug auf den Kegelschnitt (14) nennt^ wahrend 
der Punkt der Pol dieser Geraden heisst. Wenn man dagegen in (17) 
für die fi beliebige Werte fixiert^ so genügen die v gerade der Gleichung 
der Polare von (f^i ; f^g ? f^) ? mithin liegen die Pole aller durch 
einen Punkt hindurchgehenden Geraden auf der Polare dieses 
Punktes. Daraus folgt^ dass die Polaren von zwei Punkten P und P' 
sich in dem Pol von PP' schneiden. Sind z. B. die Ecken eines Drei- 
ecks die Pole der Seiten eines andern Dreiecks^ so sind die Seiten des 
ersten die Polaren der Ecken des zweiten. Zwei derartige Dreiecke 
heissen zueinander conjugiert inbezug auf den Kegelschnitt* Setzt 
man fQr die v successiv die Coordinaten der Ecken des Fundamental- 
dreieckS; so sieht man^ dass die Gleichungen der Seiten des inbezug 
auf den Kegelschnitt (14) zu ihm conjugierten Dreiecks 

(18) Cii^i + Cjj^j + Ci8^ = 0, Cji^i -f Cjj/i, + Cj5^ = 0, 

sind. Diese reducieren sich auf die Gleichungen der Seiten^ wenn in 
(14) nur die Quadrate der (i vorkommen. Alsdann ist das Dreieck zu 
sich selbst conjugiert^ und der Kegelschnitt heisst conjugiert zu dem 
Dreieck. Also sind die unendlich vielen durch die Gleichung 



L_ 
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dargestellten Eegelschnitte so beschaffen ^ dass jede Seite des Fun- 
damentaldreiecks die Polare der gegenüberliegenden Ecke ist. Für fti = 

findet man Werte für das Verhältnis — , die nur dem absoluten Be- 

trage nach gleich sind. Nach der Schlussbemerkung in § 83 teilt 
also jeder zu einem Dreieck conjugierte Kegelschnitt dessen 
Seiten harmonisch. Hieraus folgt, dass jede gerade Strecke, deren 
einer Endpunkt in P, der andre auf der Polare von P inbezug auf 
einen Kegelschnitt liegt, von diesem Kegelschnitt harmonisch geteilt 
wird. Es genügt in der That, um sich davon zu überzeugen, zu 
Ecken des Fimdamentaldreiecks den Punkt P, den Schnittpunkt P' 
der Polare von P mit der betrachteten Geraden und den Pol von PP' 
zu wählen. Mit andern Worten: Die Polare eines Punktes P in- 
bezug auf einen Kegelschnitt ist der Ort der zu P harmonisch 
conjugierten Punkte auf allen Sehnen, die der Kegelschnitt 
auf den von P ausgehenden Geraden bestimmt. 

c) Bemerkt man im besondem, dass auf jedem Durchmesser der 
zu dem Mittelpunkte harmonisch conjugierte Punkt im Unendlichen 
liegt (§ 27), so sieht man, dass der Mittelpunkt eines Kegelschnitts 
der Pol der unendlich fernen Geraden ist Sind also v^, v^y v^ 
die Goordinaten des Mittelpunktes, so muss sich die Gleichung (17) 
auf (4) reducieren, mithin muss man haben 

Wenn c der gemeinsame Wert dieser drei Grossen ist, so kann man 
auf Grund von (2) auch schreiben 

{cn — c)vi-{' (Cii — c) va + (Cs — c) 1/3 = Ö 

für i = 1 , 2 , 3. Soll dieses System durch Werte der v erfüllt werden, 
die nicht sämtlich verschwinden, so ist dazu notwendig und hinreichend, 
dass seine Determinante (^ — C6) verschwindet, d. h. dass man hat 

c = — . Inzwischen ist, wenn man mit 64 die Summe der algebraischen 

Complemente der Elemente der i-ten Reihe von ^ bezeichnet, immer 

und hieraus kann man sofort ersehen, dass man den obenstehenden 
Gleichungen genügt, wenn man 

(20) v, = ^, ., = ^, v, = ^ 

annimmt: dies sind die Goordinaten des Mittelpunktes. Was die 
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Asymptoten anbetrifft ^ so haben wir bereits gesehen (§ 90) ^ dass sie 
den Geraden des Paares 

parallel sind; und um zu beweisen, dass diese Gleichung gerade die 
des Asymptotenpaares ist, genügt es, zu zeigen, dass ihr die Werte 

(20) genügen. Man hat aber 

Nunmehr sind wir endlich in der Lage, behaupten zu können, dass die 
Gleichung (14), weim man im zweiten Gliede c an Stelle von Null 
setzt, für die verschiedenen Werte von c die unendlich vielen Kegel- 
schnitte darstellt, welche ein und dasselbe Geradenpaar zu Asymptoten 
haben. 

d) Setzt man in der t-ten Gleichung (18) fi,- = 0, so erhalt man 
einen Funkt, dessen Goordinaten der Gleichung 

(21) ?- + ^ + f = 

genügen, die von i unabhängig ist. Also trifft auf der Geraden (21) 
jede Seite des Fundamentaldreiecks die entsprechende Seite des con- 
jugierten Dreiecks, mithin sind zwei inbezug auf einen Kegel- 
schnitt conjugierte Dreiecke homolog und die Axe der Homo- 
logie wird durch die Gleichung (21) dargestellt. Das Bestehen der 
Homologie kann man auch durch Betrachtung der Ecken feststellen. 
Das durch die Gleichungen (18) gebildete System definiert, wenn man 
die i-te Gleichung durch (2) ersetzt, diejenige Ecke des conjugierten 
Dreiecks, welche Ai entspricht. Daraus folgt, dass die Goordinaten 
dieser Ecke proportional yn , y,a , y.s sind, wenn man mit y,^ das alge- 
braische Complement von Cij in ^ bezeichnet. Also sind die Gleichungen 
der /S^eraden, welche die entsprechenden Ecken der beiden Dreiecke 
verbinden, 

mithin schneiden sich diese Geraden in einem durch die Gleichungen 

(22) ftiy,8 = (lini = [HYi% 

definierten Punkte (dem Centrum der Homologie). Der Kürze wegen 
nennt man diesen Punkt den Homologiepol des Kegelschnitts inbezug 
auf das betrachtete Dreieck. 
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§ 92. Beispiele. 

a) Soll M(fi^, fi^, fi^ der trilineare Pol einer durch einen gegebenen 
Punkt P(ci, c^, c^) hindurchgehenden Geraden sein, so ist dazu notwendig 
und hinreichend (§ 89, c), dass die Bedingung 

erfüllt ist, d. L dass man hat 

(23) CitHfH + <^2f*3f*i + <hiHlh = ö. 

Dies ist die allgemeinste Gleichung eines dem Fundamentaldreieck um- 
beschriebenen Kegelschnitts, da man, wenn die Gleichung (14) von den Co- 
ordinaten von Äi erfüllt werden soll, ca = setzen muss. Dreht sich also 
eine Gerade um einen ihrer Punkte, so beschreibt ihr trilinearer Pol 
inbezug auf ein Dreieck einen diesem Dreieck umbeschriebenen 
Kegelschnitt. Wendet man femer die Formeln (22) an, so sieht man, 
dass P der Homologiepol des Kegelschnitts ist. Wendet man dagegen die 
Formeln (20) an, so findet man, dass der Mittelpunkt Q des Kegelschnitts 
durch Goordinaten v^^v^^v^ definiert wird, die proportional 

^ (^ + ^8 — ^i) » ^» (^ + Ci — c,) , c, (q + c, — c,) 

sind. Man bemerke inzwischen, dass 

(24) CaVj + CgVj == CjVi + c^Vj = c^v^ + Cji^i 

ist, was sich übrigens unmittelbar aus den Gleichungen (19) selbst ergiebt. 
Die letzten Relationen lassen vermöge ihrer Symmetrie die Reziprocitäts- 
beziehung erkennen, die zwischen P und Q besteht. Es folgt daraus, dass 
die einem Dreieck umbeschriebenen Kegelschnitte sich derart paarweise ein- 
ander zuordnen lassen, dass in jedem Paare ein jeder der beiden Kegelschnitte 
der Ort der trilinearen Pole der Durchmesser des andern ist. 
Die beiden Kegelschnitte fallen zusanmien, wenn der Mittelpunkt in den 
Schwerpunkt des Dreiecks fällt (§ 89, c). Will man femer, dass der umbe- 
schriebene Kegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel sei, so muss man aus- 
drücken, dass die Bedingung (15) von den Coef&cienten der Gleichung erfüllt 
wird, d. h. dass man hat 

(asi« + V — V)<^i + («8* + V — 0^2 + («1* + V — O^ =0. 

Diese Gleichung sagt uns, dass der Homologiepol auf der trilinearen Polare 
des Orthocentrums (§ 89, a) liegt, mithin schneiden sich in dem Ortho- 
centrum alle umbeschriebenen gleichseitigen Hyperbeln. 

b) Soll der Kegelschnitt (14) dem Fundamentaldreieck einbeschrieben 
sein, so muss die Gleichung, welche man erhält, wenn man in der Gleichung 
(14) z. B. fii = setzt, d. h. c^2l^* + ^sf^* + 2c^8|n,|M8 = gleiche 
Wurzeln haben. Es muss daher, wenn mit Ci , c^ , c^ die Werte der Co- 
efficienten Cjj, ^3^ , c^ bezeichnet werden, c<*c,i = c^c^jCgj sein. Will man 
also das Verschwinden der Discriminante vermeiden, so sieht man, dass 
CiCii = — c^c^c^ ist. Ein einbeschriebener Kegelschnitt wird demnach durch 
die Gleichung 
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ffül ^^ A.Hll—2 ^^^^ — 2 ?^^ — 2 ^!^^^ = 

Ci C, Cj CjCj CjCj CjC, 

dargestellt, die sich noch weiter auf die einfache Form 

reducieren lässt, die vier Gleichungen einschliesst je nach den Vorzeichen, 
die man den Wurzeln erteilt. Aus (22) leitet man ohne Schwierigkeit ah, 
dass Cj , ^2 ) ^3 pi^oportional den Coordinaten des Homologiepols sind, und 
die Formeln (20) zeigen, dass der Mittelpunkt durch Coordinaten proportional 

^1 i^i "f" ^») ) ^2 (^3 4" ^i) ) ^ (^1 "h ^2) definiert wird. Jetzt ist es leicht, auf 
die Frage zu antworten: Welches ist der Ort der Homologiepole der 
einem Dreieck einheschriehenen oder umheschriehenen Paraheln? 
In dem einen oder im andern Falle müssen die Coordinaten des Homologie- 
pols derart sein, dass die Summe der Coordinaten des Mittelpunktes gleich 
Null wird, mithin muss man hahen 

^2^8 + ^3^1 + ^102 = oder Cj^ + c^* + Cg^ — 2cgC^ — 2c^c^ — 2^02 = 0, 

d. h. die Pole müssen derjenigen unter den umheschriehenen oder einhe- 
schriehenen Ellipsen angehören, welche den Mittelpunkt (und den Homologie- 
pol) im Schwerpunkte des Dreiecks hat. 

c) Die Gleichung des umheschriehenen Kreises lässt sich leicht aus der 
Formel (10) ableiten, welche 

(25) aj* (fA2 — V2) (f*8 — V,) + «2* (fts — Vs) (f*i — Vi) 

+ «8'(f*i-n)(l^-V2) + i2' = • 

giebt. Es genügt, zu bemerken, dass diese Gleichung sich auf die Form (23) 
reducieren muss, um sofort zu erhalten 

a^^^s + ^\ = ö»'^i + «i^^s = «i^^a + ««*n 

und aus der Yergleichung mit (24) zu schliessen, dass der Homologiepol durch 
Coordinaten definiert wird, die proportional den Quadraten der entsprechenden 
Seiten sind: ein solcher Punkt wird von vielen als Lemoine'scher Punkt be- 
zeichnet. Da sich nun die Gleichung des umbeschriebenen Kreises auf die Form 

reducieren muss, so sieht man, auch ohne sich weiter der Formel (25) zu 
bedienen, indem man sich aber an die bekannte Belation 

4a* = 202^* + 208*%» + 201*02* — Ol* — O2* — O5* 

= K + «» + (h)(—(h + % + as)(öi — «t + Ö8)K + «2— «s) 

erinnert, dass die Coordinaten des Centrums des umbeschriebenen Kreises 
durch die Formeln 

4 a* Vi = ai* (oj* + O3* — Oi*) , 4a*v2 = 02* (oj* + Oi* — 02*) , 

4o*V8 = O3* (oi* + 02* — Oj*) 

gegeben sind. Jetzt liefert die Formel (25) 
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R = ]/a/(^i/3 + fi^v^) H ai^gi/j = ^^^ • 

Was den einbeschriebenen Kreis anbetri£Pt, so lässt sich, da die Coordinaten 
des Centrums proportional a^ , Og , 03 sind (§ 89, b), leicht ableiten, dass die- 
jenigen (ci? c^j Cs) ^®s Homologiepols umgekehrt proportional zu c^-^ct^ — «i, 
^ "f" ^1 — % > ^1 ~l" ^ — ^ sind, und dann kann man die Gleichung 
des genannten Kreises unmittelbar hinschreiben. 



§ 93. 

Nehmen wir jetzt die gewöhnlichen beweglichen Axen^ d. h. die 
Tangente und die Normale in einem Punkte einer beliebigen Curve, 
und erinnern uns daran^ dass die Coordinaten jeder Ecke Äi des Funda- 
mentaldreiecks den ünbeweglichkeitsbedingungen 

genügen. Sind f4 9 f4 ; f^s ^^ barycentrischen Coordinaten des beweg- 
lichen Anfangspunktes, so werden die Formeln (6) 

(26) aVi = a:jy3 — rr^y,, a^(H = ^iVi — ^iVz? (^^(h = ^iV^— ^Vi, 
und durch Differentiation gewinnt man daraus sofort 

/97\ dji^ _ Vi — Vz ^H _ y% — Vi d\h _ Vi — Vi . 

^"^^^ d8 ~ a* ^ ds ~ a* ^ d8 ~ a^ ^ 

mithin ist 

(28) a^idfti + x^diJL^ + x^dfi^ = ds , y^dii^ + y^dfi^ + y^d(i^ = . 

Dies vorausgeschickt werden wir zur Berechnung der Länge des Bogen- 
elements von der Identität 

(29) Jc,k, {a,ß, - a,ß,y + h,\ {a,ß, - aj,y + \]c, (a,ß, - a,ß,y = 

Gebrauch machen, welche uns auch im folgenden Dienste leisten wird 
und sich unmittelbar aus der Multiplication der Matrices 



«1 «2 «s 
ßi ßt ßz 



Kßi Kßt hßz 



ergiebt. Für a,- = l, ßi = Xi, Tci^^dfi^ wird unter Beachtung der 
ersten Gleichung (28) die Identität (29) 

{x^ — x^ydfL^ d(i^ + {x^ — x^^d^ d(i^ + {x^ — x^^dy^^ rf^ = — ds^ . 



§ 93. § 94. 
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Setzt man dag^en die ß gleich den y und nimmt Rücksicht auf die 
zweite Gleichung (28), so erhalt man 

d/i — ys)*^/*2^ft» + (ys — yi)*^/*8^fh + (yi — y^y^i^i^^ih = o ; 

man findet dann durch Addition die Formel (11) wieder. 



§ 94. 

Ebenso leicht ist die Berechnung der Krümmung. Durch Diffe- 
rentiation der Gleichungen (27) erhält man auf Grund der Unbeweg- 
lichkeitsbedingungen 

dV x^ — ic, d*^ ^ — ^1 ^*^ 



(30) 



ds' 



a'9 



ds* ~ a*Q ' 



da* 



Ouf ^~" «Ca 

a'9 



Nimmt man andrerseits die reciproke Determinante von (7), so findet 
man unter Beachtung d6r Formeln (26) 



a^ = 



H ^ — H y^ — y^ 
^2 ^z — ^i y^ — yi 
f*s ^1 — ^2 yi — y% 



Setzt man hier auf der rechten Seite die Werte (27) und (30) ein, so 
gelangt man zu der Formel 



(31) 









d^ d*^ 



ds 

d^ 

ds 

da 



ds* 

dV. 
ds* 

ds* 



Nunmehr gelingt es leicht, eine beliebige durch eine barycentrische 
Gleichung dargestellte Gurre im Sinne der natürlichen Geometrie zu 
bestimmen. Die genannte Gleichung bildet mit (2) ein Syst^n, welches 
die ft als Functionen einer einzigen unabhängigen Variablen t auszu- 
drücken gestattet. Benutzt man nun die Formeln (11) und (31), so 
sieht man, dass sich, da die Functionen 



(82) 



-V^ 



«i'd^dfe, , a^djj^diii , c^dfi^d^X 
dt dt "T" a* dt dt '^ a* dt dt ) ^ 



w= 






djLi 
dt 

d^ 
dt 



dt dt 

dt* 
dt* 



dt dt* 
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bekannt sind, die natürliche Gleichung der betrachteten Curve durch 
Elimination von t aus den Gleichungen 

(33) s = ajxdt , p = -:^ 

ergeben wird. Man beachte, dass auf Grund der Formel (2) die 
Wronski'sche Determinante sich einfacher in folgender Weise schreiben 
lässt: 

^ ^ ^* dt dt* dt dt* ~ dt dt* dt dt* dt dt* dt dt* 

Die Berechnung von W wird oft durch die Bemerkung erleichtert, dass^ 
wenn die ft den barycentrischen Goordinaten nur proportional (nicht 
gleich) sind und infolgedessen eine Summe A;^l haben, ihre Wronski'sche 
Determinante den Wert t* W hat. 

§ 95. 

Ist die Curve durch die Gleichung /*0*i , fh , f*») === gegeben, so 
lassen sich sofort drei Grössen finden, die den Differentialen der (i pro- 
portional sind; denn man hat 

wo bei den partiellen Differentiationen nach den (i diese Veränderlichen 
augenblicklich frei von der Beziehung (2) zu denken sind. Andrerseits 
hängt der Proportionalitätsfactor von der Wahl der unabhängigen Ver- 
änderlichen t ab, mithin kann man diese immer in der Weise be- 
stimmen, dass 

^ ^ dt ^f4 dii^ ' dt dfit dfii ' dt ^f^ ^fi, 
ist. Danach wird die Formel (32) 

....-<(g)'+v(£)'+vCr+(v-v-^')ÄI^ 

+ (V-V-».')g^ + (V-V-«.')gg- 

Auf ähnliche Weise erhalt man durch Einsetzen der Werte (35) in 
eine der Gleichungen (34) 

~ \df^ diH/ ^*" \^f*i ^^/ d«* ^ ^^« ät* ' 
und wenn man in die Rechnungen die Operation 

\y^) dt ~ dt a^i ' dt dii^t dt dfi^ 

einführt, so kann man auch schreiben 



§ 96. § 96. 
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W=^,Zj 



d '^ df dii. "^dy.. d Bf 



dt 



dftf dt 



^^ dt dtdiiff 



^y^ diL. d df 



/Z*p„ .^J ^^ dfi'fdt 



de* 



Bemerkt man endlich, dass die Wiederholung der Operation (36) 






. dpLj d* 



di* ^y dt dt ^ft^df^. 



liefert, so erhält man 
(37) 



W 



—2 



d^f dfL. diLj 



^ dit^dfij dt dt 



§ 96. 

Die letzte Formel lehrt, wenn man darin die Werte (35) einsetzt 
W als Function der ersten und zweiten partiellen Ableitungen von f 
nach den fi kennen. Sie vereinfacht sich in bemerkenswerter Weise, 
wenn die Function f homogen ist: man braucht nur die ersten Ab- 
leitungen mit Hilfe der bekannten Euler'schen Relationen 



(38) 






WO n der Grad von f ist, herauszuschaiSen. Multiplicieii man überdies 
die beiden Seiten von (37) mit (w — 1)*, so erkennt man leicht, dass 
sich die rechte in 

(ih + (i, + (h)* S — <J 2i ä^Tä^. i^ f^ 

spaltet, wo 6 die Summe der algebraischen Complemente aller Ele- 
mente von JET, der Hesse 'sehen Determinante von f nach den /t, be- 
deutet. Nun hat man aber auf Grund derselben Gleichungen (38) 



2 d^^^ f*» W = ** (^ — 1 ) /" (^1 ; ^2 . f^s) = . 



Mithin ist 



und die zweite Formel (33) giebt also schliesslich 

ay av ay 
av av av 



• • • • 



] 



I 



a^af^i 
aY 



av av 



SiH^lh Sl^i^i^t ^^* 
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§ 97. Anwendung auf die Eegelaolmitte. 

Bei den Eegelschnitten hat man 

mithin nimmt die Gleichung (39) die Form an 

(40) 9 = ^, 

WO die Function 

eine andre quadratische Form ist. Die Discriminante dieser Form 
unterscheidet sich nur um den Factor J* von der Determinante 

1 W — «1* — «»*) «»* I («1* — «»' — «8*) 

2 (««^ — «8^ — öl*) ^ (öl* — aj> — «3*) Oj« 

Diese ist null, da die Summe der Elemente jeder Reihe verschwindet. Durch 
eine leichte Rechnung findet man femer, dass die Summe der algebraischen 
Complemente aller Elemente 9a^ ist. Also stellt (§ 88) die Gleichung 
(2> sss ein Paar von imaginären Geraden dar. Es ist femer zu be- 
merken, dass diese Geraden Durchmesser des Kegelschnitts sind, da man 
im Mittelpunkte (vgl. § 91, c) 

^/*i ^f^ ^^ ' 

hat. Man betrachte inzwischen gleichzeitig mit dem ersten Kegelschnitt 
alle diejenigen, welche dieselben Asymptoten haben, und welche, wie wir 

wissen (§91, c), durch die Gleichung f=—c dargestellt werden. Für sie 

ist von jedem Cij die Grösse c zu subtrahieren: auf diese Weise wird jede 
partielle Ableitung erster Ordnung von f um c vermindert, und man erkennt 
sofort, dass hierbei die Function <Z> ungeändert bleibt. Da andrerseits diese 
Function nicht gleichzeitig mit f verschwinden kann ausser, wenn ^ ver- 
schwindet, so gelangt man zu dem Schluss, dass alle Kegelschnitte mit 
einem gegebenen Asymptotenpaare auf zwei gemeinsamen imagi- 
nären Durchmessern eine unendliche Krümmung haben. Eine andre 
Interpretation von <2> ergiebt sich aus der folgenden Bemerkung. Fixiert 
man in (40) den Wert von ^ beliebig, so stellt die so erhaltene Gleichimg 

<Z> = (a^qjy einen Kegelschnitt dar, der den gegebenen Kegelschnitt in 
vier Punkten schneidet, in denen q den vorgeschriebenen Wert annimmt. 
Die den unendlich vielen Werten von q entsprechenden Kegelschnitte sind 
concentrische Ellipsen: ihre Asymptoten sind die Geraden (2> = 0. 
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§ 98. Symmetriaohe DreieokaoTirven. 

Die durch die Gleichung 

(41) Cifti» + c^ni" + Cj/ij" — 

definierten Gurven^ welche von La Gournerie symmmetrische Drei- 
eckscurven genannt werden^ sind von grossem Interesse^ weil zu ihnen 
die Kegelschnitte in ihren Hauptlagen zu dem Fundamentaldreieck ge- 
hören. In der That findet man (§§ 91^ b; 92, a^ b) für n = 2 einen zu 
dem Dreieck conjugierten Kegelschnitt, für n = — 1 einen umbe- 
schriebenen Kegelschnitt, für ^ ^= -ä einen einbeschriebenen Kegel- 
schnitt. Die Differentiation der Gleichung (41) liefert auf Grund von (27) 

(42) 0,1^—' (y, - yj) + c,ii,—' {y, - y^) + c^fi,-"^ (»i - y,) = . 
Also sind Cifi^*""^, ^ft""~^; ^f*»*"^ bezüglich proportional zu 

f« (yi — ya) — f*8 (y» — yi) = (ft + ^)yi — iihy% + Mi) = Vi 7 

y^ und y^ . Dies vorausgeschickt erhält man durch Differentiation von (42) 

^kf*i*"'(^2 — ^z)-\ — ] = "^ ^if*i"~'*(y2 — y^y^ ] ; 

d. h. 

(43) -7 = ^[S-(y.-y.)^ + --]' 

wenn man beachtet, dass nach der Formel (7) 

(^8 — ^8)yi + (^8 — ^)y« + (^1 — ^2)y8 = — »* 

ist. Nunmehr benutzen wir die Identität (29), indem wir darin a = 1, 
ß = y, ky == II setzen. Offenbar wird 

^Jcißi = ^iii = 1 , ^kißi^ = ^iityi = . 

i i i i 

Also kommt 

mithin, wenn man in (43) einsetzt, 

(44) P = -A ^^^^^• 

Man bemerke hier folgendes: Wenn sich zwei Curven (41), die zwei 
Werten n und n' des Exponenten entsprechen, in einem Punkte be- 
rühren, so lasst sich in diesem Punkte die Ej-Ümmung der einen sofort 
aus derjenigen der andern ableiten; denn die Gleichung (44) liefert, wie 

Jamet bemerkt hat, 

(n-l)9 = (»'-l)9'. 

Cesiro, natfirl. Geometrie. 9 
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§ 99. 

Bei der Construction des Ausdrucks (44) ist es yorteilhaft, die 

Polarcoordinaten {rt, 0«) der Ecken A4 zu benutzen. Man hat yi=risin6i, 

und die Formeln (26) liefern ausserdem a^(ii = — r^r^ sin (ö^ — 0^), 

u. s. w.; alsdann wird die Formel (44), wenn man sich auf den Fall 

n = — 1 beschränkt, 

r^rj^r^ sin (0, — 0,) sin (0, — ÖJjin ffl i — S ^) 
^ 2 a' sin B^ sin 0, sin 9, 

Mit Hilfe dieser Formel konnte Fouret nach Ghasles und Mannheim 
mit Leichtigkeit das folgende Problem lösen: Das Erümmungs- 
centrum in einem Punkte M eines Kegelschnitts zu con- 
struieren, wenn man drei Punkte der Gurve und die Tangente 
in M kennt. Sind statt der drei Punkte drei Tangenten gegeben, so 
lässt sich das analoge Problem unmittelbar auf das vorige reducieren. 

In der That liefert för n = — 1 und n' = ^ das Theorem von Jamet 

4p = p', d. h. wenn von zwei sich berührenden Kegelschnitten 
der eine einem Dreieck umbeschrieben und der andre dem- 
selben Dreieck einbeschrieben ist, so ist in dem Berührungs- 
punkt die Krümmung des ersten das Vierfache von der des 
zweiten. Betrachtet man auch den Fall n = 2, so findet man folgendes: 
Sind C7, C\ C" in einem Punkte M die Krümmungscentra von drei 
Kegelschnitten, die sich in M berühren, und ist zu einem gegebenen 
Dreieck der erste umbeschrieben, der zweite einbeschrieben, der dritte 
conjugiert, so ist G" inbezug auf M symmetrisch zu dem Mittel- 
punkte von MC und G symmetrisch zu dem Mittelpunkte von MC. 

§ 100. Anharmoiüsohe Curven. 

So nennt man nach Halphen die Curven, bei denen das Doppel- 
verhältnis des Quadrupels constant ist, welches von dem 
Punkte M und den Schnittpunkten der Tangente in M mit 
drei festen Geraden gebildet wird. Wenn diese Geraden, die zu 
Seiten des Fundamentaldreiecks gewählt werden, auf der Tangente in M^ 
von M aus gerechnet, die Abschnitte ^,^27^ bestimmen, so drückt 
man das Problem in einer Gleichung aus, indem man schreibt 

(45) Ci^fc, + Cihh + (kk^ = 0, 

wobei c^jC^jC^ drei Gonstanten sind, deren Summe Null ist: das 

Doppelverhältnis hat bekanntlich einen der Werte 

^ ^ 5l Sl Sl __ ^ , 

Cf ^ ^t ^8 ^ ^1 
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Die Längen t lassen sich non leicht berechnen, und man findet 

so dass die Gleichung (45) 

(46) ^(y,-y») + J(y,-yi) + ^(yi-y,) = o 

wird, d. h. auf Grund von (27) 

Diese liefert integriert die barycentrische Gleichung der anhar- 
monischen Gurven 
(47) ,t/>,'^,t3'^«=Const. 



§ 101. 

Das System, welches die Gleichung (46) zusammen mit c^-^c^-\-c^=0 
bildet, giebt 
(48) _^ = _f?_ = -^ . 

mithin ist 

c^ cot Öj + Cg cot öj + ftj cot Ög = . 

Auf diese Weise findet man die dualistische Eigenschaft zu der als De- 
finition angegebenen, nämlich die folgende: Das Doppelverhältnis 
des von einer beliebigen Tangente und den Verbindungslinien 
des Berührungspunktes mit drei festen Punkten gebildeten 
Quadrupels ist constant. Hiemach können wir in jedem Punkte 
die Tangente construieren. Um das Erümmungscentrum zu construieren, 
wollen wir zunächst beweisen, dass die anharmonischen Gurven 
ein Grenzfall der symmetrischen Dreieckscurven sind. Wenn 
die Summe der c null ist, so lässt sich die Gleichung (41), nachdem 
man die rechte Seite durch das Produet von n mit einer Gonstanten 
ersetzt hat, so schreiben: 

Xt Ci = Gonst. 

Dann findet man aber, da 

lim ^ "" = log (i 

«•=0 ^ 

ist, für unendlich abnehmendes n die Gleichung (47) wieder. Dies 
vorausgeschickt liefert für w = 2 und n =0 das Theorem von Jamet 
^ = — q'^ d. h. das Krümmungscentrum einer anharmonischen 

9* 
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Gurve in einem Punkte M ist inbezng auf Jlf symmetrisch zu 
dem Erümmungscentrum desjenigen zu dem Fundamentaldrei- 
eck conjugierten Kegelschnitts^ welcher in üf die betrachtete 
Curve berührt. 



§ 102. BeispieL 

a) Ein interessantes Beispiel einer anharmonischen Curye bietet sich 
uns in der Potenzcurve eines Dreiecks, d. h. dem Ort aller Punkte itf, 
deren barycentrische Coordinaten proportional derselben Potenz n der cor- 
respondierenden Seiten sind. Zu diesen Pmikten gehören immer (§§ 89, 92) 
der Schwerpunkt des Dreiecks {n = 0), der Mittelpunkt des einbe- 
schriebenen Kreises (n = 1), der Lemoine'sche Punkt (n = 2), u. s. w. 
Um eine bestimmte Vorstellung zu haben, werden wir beständig annehmen 
tti > Oj > öj und der Kürze wegen 

setzen, wobei wir bemerken, dass Ci -j- C2 -f- Cj = ist. Dies vorausge- 
schickt ergiebt sich aus der Definition 



(49) 



Ol* o,* V ai*+ai"+öji" 



sofort, dass der Ort eine anharmonische Curve ist; denn man hat ft^*^» ^^ fe,^» = 1. 
Gleichzeitig zeigen die Formeln (49), dass, wenn n unendlich zuninunt, 
fi^ nach der Einheit convergiert, ^4 und 1x3 nach Null. Dagegen convergiert, 
wenn n nach — 00 abninmit, ^ nach der Einheit, während ^ und (ü^ 
nach Null convergieren. Also gehören der Potenzcurve auch die Ecken A^^ 
und A^ an, welche der grössten und der kleinsten Seite gegenüberliegen. 
Wie verhält sich die Curve in der Umgebung dieser Punkte? Wenn M 
nach A^ hinrückt, so fällt in der Grenze die Gerade MA^ mit der Tangente 
in A^ zusanunen, mithin muss dasselbe fdr MA^ oder MA^ eintreten, damit 
das Doppelverhältnis der vier Geraden seinen Wert bewahrt. Also muss 
die Curve in der Ecke A^ eine der Seiten berühren. Um aber die vorge- 
legte Frage genau zu beantworten, muss man auf die Formeln (48) zurück- 
greifen, welche im vorliegenden Falle 

(50) 

werden und ohne weiteres 



Vi 


— s 
-n 




-n 


Vi 






©'. 


lim 

91:=« 





liefern. Da nun aber y^ nicht grösser als o, werden kann, so muss lim y^ = 
sein, d. h. die Tangente in A^ ist A^A^, Auf ähnliche Weise zeigt man, 
dass A^A^ die Tangente in ^3 ist. Demnach berührt die Curve in den 
Endpunkten der mittleren Seite die beiden andern Seiten. Daraus 
folgt, dass für unendlich zunehmendes n der Grenzwert von y^ die Ent- 
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femung der Ecke Ä^ von der gegenüberliegenden Seite ist und für unend- 
lich abnehmendes n der Grenzwert von y^^ die Entfernung der Ecke Ä^ von 
der gegenüberliegenden Seite. Also ist 

lim yj = — , luRy^ = -' 

Wendet man nun die Formeln (50) an, so findet man für unendlich zu- 
nehmendes n 

Ähnlich leitet man aus den Formeln (49) ab 

lim ^, = lim (y \ = lim (y " ^ = 1 , lim (^)\^,s == 1 • 

Andrerseits liefert abgesehen vom Vorzeichen die Formel (44) fElr jede an- 
harmonische Curve 



mithin ist auf Grund der obigen Resultate 

» a 

Q = -^ — ^ 



(51) lim(^)"--'^''''* 



Also ist im allgemeinen in der Ecke Aj^ die Krümmung null oder un- 
endlich, und zwar null, wenn o%^^(iiCi^i unendlich, wenn a^^ <C a^a^ 
ist. Man würde in analoger Weise zeigen, dass in Ä^ unter denselben Um- 
ständen die EjTÜmmung unendlich bezw. null ist. Eine Ausnahme machen 
nur diejenigen Dreiecke, deren Seiten eine geometrische Progression bilden. 

Für sie ist «2* *^ ^i % ? ^1 = ^3 = — ¥ ^ • ^^^ ^^^ vorstehenden Dis- 

cussion geht hervor, dass der Krümmungsradius in den Endpunkten der 
mittleren Seite Werte annimmt, die den Cuben der anstossenden Seiten pro- 
portional sind, und es ist femer leicht zu beweisen, dass der KrÜnmiungs- 
radius proportional dem Cubus der mittleren Seite wird in dem Schwerpunkt, 
wo man hat 

^ 2a« 2a« 

Dies bedeutet, dass im Schwerpunkt der osculierende Kreis gleich dem um- 
beschriebenen Kreise des Dreiecks wird. Übrigens ist in dem betrachteten 
Specialfall die Potenzcurve ein Kegelschnitt, da die fOr die c gefundenen 
Werte die barycentrische Gleichung auf die Form fi^* = (iifi^ bringen. 

b) Die Potenzcurve kann aus dem Dreieck hinaus fortgesetzt werden, 

indem man n imaginäre Werte erteilt. Man verwandle n in w -f- w Y — 1 , 
bezeichne mit ö,- das Argimient von a/*^'^^, welches offenbar gleich mloga.- 
ist, mit r und 6 den Modul und das Argument der Summe Oj" -}" ^2* "I" ^'* 
nach der Veränderung von n, und man bemerke, dass die Formeln (49) 

r,tt,-= a»'*e(**~'*) liefern. Soll der Punkt (f*i , f*a > f*^) ^eell sein, so ist 
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dazu notwendig, dass Oi — ein Vielfaches von tc ist. Setzt man 
öj — 6 = mi%^ so erhält man rft»- == ( — l)"**"ai''; mithin ist 



/*! 



f*. 






(_ 1)^,«^» + (__ x^m^a^n ^ ^_ i)».,^i 



Man kann immer annehmen, dass alle Zahlen mi gerade sind, oder dass 
eine einzige ungerade ist. Bei der ersten Annahme gelangt man wieder 
zu dem Punkte M^ der durch die Gleichungen (49) definiert wird; bei der 
zweiten erhält man einen neuen Punkt M\ der in einer einfachen Beziehung 
zu M steht: wenn die ungerade Zahl m^ ist, so wird die Strecke MM' 
Yon der Ecke Av und von der gegenüberliegenden Seite harmo- 
nisch geteilt. Wie bestimmt man v? Bemerken wir, dass 



m 



q = öj ög = (wig mg) TT , * u. s. w. 



ist. Es ist also vor allen Dingen nötig, dass die gegenseitigen Verhältnisse 
der Zahlen c rational sind. Wenn dies der Fall ist, so lassen sich drei 
ganze Zahlen ^1,^2,^3 ohne gemeinsamen Teiler finden derart, dass Ci = tiC 
ist. Zwischen den Seiten des Dreiecks besteht alsdann eine Relation von 
der Form 

(62) V" o," = «,'•+'• . 

Da die Zahlen e^ , ^2,63 proportional m^ — tWj, m^ — w^, «»1 — m^ sind, 
so ist offenbar eine einzige unter ihnen gerade, und zwar e^. Daraus 
folgt, dass bei gegebener B>elation (52) die Zahl v bekannt ist; denn man 
hat 1/ = 2, wenn e^ und ^3 ungerade sind; v == 1, wenn 6^ gerade und e^ 
ungerade ist; v = 3, wenn e^ ungerade und 63 gerade ist. Wenn also die 
Bestinmiung der Zahlen e möglich ist, so besitzt die Curve Zweige {M'^ 
ausserhalb des Dreiecks, welche aus dem innem Zweige (M) durch eine 
harmonische Homologie hervorgehen, deren Pol die Ecke Ay und deren Axe 
die gegenüberliegende Seite ist. Offenbar erhält man für v = 2 einen einzigen 
Zweig (-M"'), der zusammen mit {M) eine Art von Oval bildet. Ganz anders 

ist die Gestalt der Curve, wenn v = 1 oder v == 3 ist. 
Betrachten wir z. B. den Fall v = 1. Die Gerade, 
welche die Mittelpunkte der Seiten A^A^^ -^-^ ver- 
bindet, trifft {M) in einem Punkte P; und der PunJdi P', 
der P entspricht, liegt auf il^P im Unendlichen. Die 
. Tangente in P transformiert sich in die Tangente in P', 
d. h. in eine Asymptote, welche sich leicht construieren 
lässt, indem man durch den Schnittpimkt der Tangente 
in P mit A^A^^ der Axe der Homologie, eine Parallele 
zu FA^ zieht. Die Bogen P^g und FA^ transformieren 
sich offenbar in zwei Zweige, die asymptotisch zu der 
soeben construierten Geraden ins Unendliche verlaufen 
und den inneren Zweig in Jl^ und A^ bezüglich derart 
berühren, dass man in ^3 eine Spitze und in A^ einen 
Wendepunkt hat, ohne dass die Erünmiung in dem 
ersten Punkte notwendig unendlich und im zweiten Punkte null ist. 
Übrigens gewinnt man genauere Aufschlüsse über das Verhalten der Curve 




Fig. 38. 
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in den Endpunkten der mittleren Seite ohne Schwierigkeit aus den Formeln 
(32) und (öl). Die erste von ihnen fahrt dazu, in der Umgebung von 
Ä^ zu schreiben s = e""**^> und s = e'^^ in der Umgebung von Ä^, während 
sich (öl) leicht auf die asymptotische Form q = Jce*^^^'^^^ bringen Iftsst. 
Daraus folgt, dass sich in der Umgebung von Ä^ die Curve verhält, wie 

wenn ihre natürliche Gleichung q == ks «a wäre, und in der Umgebung 

von A^ , wie wenn die Gleichung ^ =^ Jos <a wäre. Jetzt braucht man 
sich nur an das im ersten Kapitel (§ 11, e) gesagte zu erinnern, um die Dis- 
cussion zu vervollständigen. Wir kommen also zu dem Gesamtergebnis, dass 
die Potenzcurve eines Dreiecks drei wesentlich verschiedene Formen haben 
kann, welche von der Relation (Ö2) abhängen. Wird diese von keinem 
Paare ganzer Zahlen e^ und. 63 erfiült, so bricht die Curve, welche ganz im 
Innern des Dreiecks liegt, in den Endpunkten der mittleren Seite ab. Be- 
steht zwischen den Seiten eine Eelation (ö2), wo e^ und e^ ungerade sind, 
so ist die Potenzcurve eine geschlossene Curve. Wenn endlich e^ oder e^ 
gerade ist, so ist die Curve ungeschlossen und besteht aus zwei Zweigen, 
welche von einer Spitze ausgehen und asymptotisch zu einer und derselben 
Geraden ins Unendliche verlaufen. Ein Zweig liegt ganz ausserhalb; der 
andre, der zuerst im Innern liegt, erfahrt beim Übergange nach aussen eine 
Inflexion. Wahrend die Potenzcurve im ersten Falle transcendent ist, ist 
sie in den beiden andern algebraisch von gerader bezw. ungerader Ordnimg. 
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§ 103. 

Wir betrachten eine stetige Function der Punkte der Ebene^ d. h. 
eine Veränderliche m, die in jedem Punkte M einen vorgeschriebenen 
Wert annimmt und sich unendlich wenig ändert, wenn M in der Ebene 
eine unendlich kleine Verrückung erfährt. Wenn die Werte, welche u 
erhalten kann, sämtlich reell sind, so ist ihre Anzahl einfach unendlich, 
während die Punkte der Ebene eine doppelte Unendlichkeit bilden. 
Wenn man also u einen constanten Wert auferlegt, so ist dadurch in 
der Ebene eine Curve bestimmt; ändert man alsdann den genannten Wert, 
so bedeutet dies den Übergang von einer Curve zu einer andern. Daraus 
folgt, dass jede reelle Function der Punkte einer Ebene die analytische 
Darstellung einer einfach unendlichen Curvenschar in sich schliesst, 
deren Eigenschaften sich daher durch geometrische Interpretation der' 
Eigenschafken der Function ergeben müssen. Es ist von Wichtigkeit, 
zu bemerken, dass die unendlich vielen Functionen von u keine neuen 
Gurvenscharen definieren. Sie liefern alle die eine durch u selbst de- 
finierte Schar, und wir werden in kurzem sehen, dass es keine andern 
Functionen giebt, die zur Darstellung der genannten Schar geeignet sind. 

§ 104. 

Wenn eine Verschiebung ds des Punktes M bei der Function u 

das Increment du hervorbringt, so nennt man das Verhältnis ^ den 

Differentialquotienten von u in der Richtung jener Verschiebung 

^d Wohnet ihn .nii ^ , ,em> e, d«h ». ein. beeondere Riehtang 

handelt, die man von den andern unterscheiden will. Eine Function hat 
also in jedem Punkte unendlich viele Differentialquotienten; aber diese 
hängen in sehr einfacher Weise ab von den Quotienten, die sich auf 
zwei beliebige zueinander senkrechte Richtungen beziehen, oder von 
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dem einen Quotienten^ der sich auf eine ganz bestimmte Richtung 
bezieht. Es sei in der That M" die Projection des Endpunktes M 
der Strecke MM' =■ ds auf eine durch M hindurchgehende Gerade^ 
und dsi, ds^ seien die Längen der Strecken MM'\ M"M\ so dass 

cos <D sin <o 
ist. Geht man von M zu Jf über^ so nimmt die Function den Wert 

t* + ^ dSi an; dieser erhält dann beim Übergange von M" zu M' ein 

Increment^ welches man unter Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen 

von höherer Ordnung gleich -^ ds^ setzen kann^ wo -ö— für den 

Punkt M berechnet ist. Ist nun t* + dw der Wert der Function in 
M\ so sieht man, dass 

ist, mithin 

Wdu du . . du 
-- = cos (D "5 f- sm CÖ -^— • 

Setzen wir zur Abkürzung 

^» -©■+©'. 

und betrachten wir die Richtung MN, für welche 

/o\ 1 du . 1 du 

(2) cos coq = --= — , sm ©0= -7= — 

^ ^ ^ yju ds^ ' ® yji ds^ 

ist Für diese Richtung liefert die Formel (1) |/^m als Wert des 
Differentialquotienten; femer geht dieselbe Formel (1) auf Grund von 
(2) über in 

^ = VJu. cos (g) — (öo) , 

und man erkennt auf diese Weise, dass die Richtung MN diejenige 
ist, in welcher sich u am schnellsten ändert. Dagegen ist in 
der zu MN senkrechten Richtung MT der Differentialquotient null, 
d. h. die Function hat das Bestreben constant zu bleiben. Also 
ist MT die Tangente und daher MN die Normale derjenigen Curve 
der Schar, längs welcher u den Wert bewahrt, den es in Jlf hat. 



§ 105. Erster DifferenüalparameteT. 

Als erster Differentialparameter einer Function u in einem 
Punkte wird das Quadrat des grössten Differentialquotienten, d. h. z/t«, 
bezeichnet. Dieser Ausdruck ist eine Invariante, da er (nach der De- 
finition) eine von jedem Coordinatensystem unabhängige Bedeutung hat. 
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Im allgemeinen definiert die Function z/u eine neue Gurvenschar^ welche 
mit der durch u definierten Schar zusammenfällt^ wenn diese aus 
parallelen Curven besteht. In der That, fixiert man f&r u zwei un- 
endlich benachbarte Werte u und u -f~ ^^y die zwei Curven definieren, 
so ist der von der zweiten Gurve auf der Normale der ersten bestimmte 

Abschnitt, vom Incidenzpunkte aus gerechnet, ds = -^= . Soll nun ds 

längs der ersten Gurve constant sein, so ist dazu notwendig und hin- 
reichend, dass es sich nicht ändert, solange u ungeändert bleibt, d. h. 
dass z/u nur von u abhängt. Soll also die durch die Function u 
definierte Schar aus parallelen Curven bestehen, so ist dazu 
notwendig und hinreichend, dass ^/u eine Function von u 
allein ist. 

§ 106. 

Der erste Differentialparameter lässt sich auch als ein Specialfall 
des gemischten Differentialparameters zweier Functionen 

betrachten. Auch dieser ist eine Invariante. Schreibt man nämlich die 
Formeln (2) für die Normalen der beiden Curven 

M = Const. , V = Const. ^ 

in einem diesen beiden Curven gemeinsamen Punkte, so findet man 
sofort, dass ihr Winkel oder auch der Winkel ^ der beiden Curven 
durch die Formel 

COS ^ = j 

gegeben ist. Dieselbe setzt die invariante Bedeutung von z/(ti, v) in 
Evidenz und zeigt überdies, dass das Yerschvvinden des gemischten 
Differentialparameters von zwei Functionen notwendig und 
hinreichend ist für die Orthogonalität der durch diese Func- 
tionen dargestellten Curven. Bemerkt man femer, dass man auch 

schreiben kann 

du du 



sin ^ 



dv dv 



\Au ' Jv 

und dass es zum Yerschvnnden des zweiten Gliedes notwendig und hin- 
reichend ist, dass V eine Function von u ist, so erkennt man, dass dies 
die hinreichende (vgl. § 103) und notwendige Bedingung dafür ist, 
dass u und v dieselbe Gurvenschar darstellen. 
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§ 107. Zweiter Differeniialparameter. 

Die Operation 

d d I ' d 

— s= cos CO -5 h sm öJ o— t 

welche den Differentialquotienten in einer beliebigen Richtung liefert, 
wollen wir uns in derselben Richtung, die wir als unveränderlich 
annehmen, wiederholt denken: es sei 

Setzt man zur Abkürzung, 
so erhält man 

Wendet man diese Operation ebenso in der durch den Winkel (o -\- -^ 

definierten Richtung an und addiert dann die beiden Resultate, so er- 
kennt man sofort, dass die Summe der zweiten Differential- 
quotienten in zwei (in der Ebene festen) Richtungen in einem 
Punkte constant bleibt, wenn die Richtungen yariieren, indem 
sie fortwährend auf einander senkrecht stehen. Diese Summe 
ist es, welche man den zweiten Differentialparameter der betrach- 
teten Function u nennt und mit jd^u bezeichnet. Man hat also 

oder 

Man nennt femer harmonische Functionen diejenigen Functionen, 
welche einen beständig yerschwindenden zweiten Differentialparameter 
haben. 

§ 108. Isotherme OnrvenBOharen. 

Isotherm nennt man jede durch eine harmonische Function de- 
finierte Curvenschar, und diese Function bezeichnet man als den iso- 
metrischen Parameter der Schar. Wie yerfährt man, um zu er- 
kennen, ob die durch eine Function u definierte Schar isotherm ist? 
Wenn nicht J^u = ist, so ist damit nicht gesagt, dass die Schar 
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nicht isotherm ist; sondern nur^ dass u nicht ihr isometrischer Para- 
meter sein kann. Dieser Parameter muss jedoch auf Grund der Schluss- 
bemerkung, in § 106 eine Function von u sein. Um nun die Operation 

(4) auf F(u) anzuwenden^ bemerke man^ dass 

^ _ TP' ^ ^IZ — V'—M TP'' (—Y 
da ~-^ ds^ ds* ~'^ ds* "*" ^ {dsj ' 

mithin 

(5) J^F = rj^u + F"Ju 

isi Wenn die Schar isotherm ist; so muss eine Function F existieren 
derart; dass J^F null ist; und man hat daher 

Ju ~ F\u) ' 
d. h. das Verhältnis der beiden Differentialparameter ist eine Function 
von u allein. Tritt umgekehrt der Fall eiu; dass man das genannte 
Verhältnis gleich einer Function f(u) findet; so erhält man durch Sub- 
stitution Yon f(u) auf der linken Seite der vorstehenden Gleichung und 
durch Integration 

Denken wir uns diesen Wert von F in (5) eingesetzt; so sehen wir, 
dass J^F^=0 herauskommen muss und daher die Schar isotherm ist 
und den isometrischen Parameter F besitzt. Soll also die Gurven- 
schar; welche durch die Function u definiert wird, isotherm 
seiU; so ist dazu notwendig und hinreichend; dass das Ver- 
hältnis der Differentialparameter von u eine Function von u 
allein ist. 

§ 109. Enuninlinige Ooordinaten. 

Betrachten wir jetzt zwei Curvenscharen, die durch die Fimctionen 
qi und q^ definiert sind. Wenn zwischen ihnen keine Relation besteht, 
wenn also die zugehörigen Curvenscharen nicht zusammenfallen (§ 106), 
so ist die Anzahl der Wertepaare q^, g, doppelt unendlich, ebenso wie 
die Anzahl der Punkte der Ebene, und jeder solche Punkt M lässt sich 
ansehen als dargestellt durch die beiden Werte q^ und q^ (die krumm- 
linigen Ooordinaten), welche in den entsprechenden Scharen die- 
jenigen Curven charakterisieren, die durch M hindurchgehen. Es macht 
wenig aus, ob einem Wertepaar (ji, q^) Punkte entsprechen oder ob 
ihm überhaupt keiner entspricht, und ob einem oder mehr Punkten 
keine Werte von q^ und q^ entsprechen; wir werden trotzdem (aber 
nur, damit .unsere Betrachtimgen klarer und prilciser werden) annehmen, 
dass die Punkte der Ebene und die Wertepaare {q^, jj) in eineindeutiger 
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Beziehung stehen. Wir werden uns demgemäss denken können^ dass 
durch jeden Punkt M nur zwei Curven (Coordinatenlinien) hindurch- 
gehen, und zwar eine von jeder Schar^ und wir werden als g^-Linie die- 
jenige bezeichnen, welche der durch die Function q^ definierten Schar 
angehört, und als g^ -Linie die andere, so dass die 9«- Linie immer die- 
jenige ist, längs welcher nur g< variiert. Wenn j^^q^^q^ =0 ist, 
so sind die beiden Scharen orthogonal. Diese Voraussetzung werden 
wir von jetzt an immer machen. Wir wollen femer übereinkommen, 
in dem Sinne die Richtung der Tangente jeder g^-Linie zu wählen und 
den Bogen Si zu rechnen, in welchem qi wächst. Wählen wir femer 
die Normale von q^ in dem Sinne der Tangente von g^, so müssen 
wir aber als entgegengesetzt die Richtungen der Normale von q^ 
und der Tangente von q^ betrachten, damit sich die positiven Rich- 
tungen der Tangente und der Normale von q^ mit den entsprechenden 
von q^ zur Deckung bringen lassen. Dies vorausgeschickt ist nach dem 
in § 105 gesagten der zwischen zwei unendlich benachbarten q^-ltimea 

enthaltene Abschnitt der öt- -Linie — ds^ = , ' , und wir werden ihn 

der Kürze wegen mit Q,dq, bezeichnen. Ebenso ist zwischen zwei un- 
endlich benachbarten g^-Linien ein Abschnitt ds^ ^ Q%^9» ^ci* ttt'^vaxe 

enthalten, welcher irleich , ist, so dass man nach dieser Definition 

(6) y^__^, y^==._^ 

hat, wo die Q nach den anfangs gemachten Vereinbamngen nur posi- 
tiver Werte fähig sind. Es ist hier von Wichtigkeit, zu bemerken, 

dass das Quadrat des Bogenelements ds=^yds-^^'\-ds^ durch die Formel 

d^ = Q,Hq,' + ^,«dg,« 

gegeben ist; und da man jedes qi durch eine Function von qi ersetzen 
kann, so ist klar, dass jedes Qi mit einer beliebigen Function von qi 
multipliciert werden kann. Offenbar ist 

Q^ und Q^ sind wie q^ und q^ Functionen des Punktes M: sie sind 
also Functionen der unabhängigen Veränderlichen q^ und q^. 
Das gleiche lässt sich von jeder Function der Punkte der Ebene sagen. 
Die partiellen Ableitungen nach den q stehen dann in einem einfachen 
Zusammenhange mit den Operationen, welche die in § 104 definierten 
Differentialquotienten liefern; es ist nämlich 

/«x A — i-A J JLA 
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Also kann man die genannten Quotienten nur dann als Ableitungen 
im eigentlichen Sinne betrachten^ wenn Q^ eine Function von q^ 
allein und Q^ eine solche von q^ ist. Wir werden sogleich sehen^ dass 
dies nur stattfindet, wenn alle Goordinatenlinien Geraden sind (c arte- 
sische Coordinaten). 



§ 110. Fnndamentalformelii. 

Wir wählen als a;-Axe die Tangente der g^-Linie in M (dem. be- 
weglichen Anfangspunkt) und als y-Axe die Tangente der g^-Linie (die 
Normale von gj. Die cartesischen Coordinaten eines festen Punktes 
müssen inbezug auf die erste Linie den Unbeweglichkeitsbedingungen (§ 12) 

^ __, y_ 1 ly. =— ^ 

genügen. Inbezug auf die q^-Lime sind die Coordinaten x und y von P 
y und — X, mithin werden die Unbeweglichkeitsbedingungen 

dy x^ - dx y 

Bemerken wir inzwischen^ dass die in § 107 betrachtete Function m 
sich von der im ersten Kapitel bestandig mit (p bezeichneten nur im 
Vorzeichen unterscheidet und dass daher 

J^ __ ^ dc^ g _1 d^ 3fl9 ^ 

9i a»i ~ ds, ~ ^1' 9, ~ a«, ~ as, ~ ^« 

ist. Hiemach sieht man^ dass die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für die Unbeweglichkeit des Punktes (x, y) 



(9) 






sind. Will man femer die Variationen der Coordinaten eines Punktes P 
haben, wenn der Anfangspunkt von einer Lage M zu einer andern M' 
übergeht in einer Richtung, die mit der a:-Axe einen beliebigen Winkel w 
bildet, so hat man offenbar 

Sx fdx \ /dx \ 

Dies sind die Fundamentalformeln fiir die natürliche Analysis der 
zweifachen Orthogonalsysteme ebener Curven. 
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§ 111. Integrabüitätsbedingnng. 

Gegeben seien die Functionen u, v. Wir stellen uns die Aufgabe, 
die notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz 
einer Function f zu finden von der Beschaffenheit, dass 

ist. Nach den Formeln (8) ist dies gleichbedeutend mit der Frage 
nach der Bedingung dafür, dass Q^u und Q^v die partiellen Ableitungen 
erster Ordnung von einer Function f{qxyi^ sirxA,, Bekanntlich ist die 
Bedingung hierfür 

£^ = ^5lü oder ^ ^ft^ ^ ^ g^i« 
d. h. ausführlich geschrieben 

du at? ^ ^ a log ft ^ d log ö, 

a^ a^i a^ a^i 

Setzt man in diese Grleichung die Werte (10) ein, so sieht man, dass 
fOr beliebiges f die Bedingung 

n n g' _ a« _ a log ft ^ _ a log ^ ^ 

^ ^ a«i a«, a«, a«, a»i a«j a«, a^i 

erfüllt sein muss. Diese werde auf die Function x angewandt unter 
Beachtung von (9). Zunächst hat man 

mithin lutch (11) 

Verfahrt man in analoger Weise mit der Function y, so findet man 

0«) ®+t+a^«-+«.^)— §.-^- 

Diese Rpclationen müssen bestehen, welches auch die Werte von x und 
von y sein mögen. Betrachtet man z. B. den Augenblick, wo M durch 
einen gegebenen festen Punkt P hindurchgeht, so hat man 2; = 0, 
y = 0, und die Formeln (12) und (13) liefern uns 

(14, §,-^, §.-^- 
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Hiemach lässt sich die Integrabilitätsbedingung auf die definitive 
Form 

bringen^ und die Bedingung (11) wird 

(15) (^+§«)Ä=(Ä+^OÄ- 



§ 112. Lamö'Bohe Belation. 

Die Krümmungen ^^ und §^ sind nicht voneinander unabhängig. 
Trägt man nämlich die Werte (14) in die Gleichungen (12) und (13) 
ein, so reducieren sich diese auf die eine 

(16) t + H + §>' + §.* = <>' 

welche man die Lam^'sche Relation nennt. Sie drückt (wie sich 
durch eine einfache Rechnung ergiebt) die notwendige und hin- 
reichende Bedingung für die Existenz zweier Functionen 
x^ und x^ Yon q^ und q^ aus von der Beschaffenheit, dass 
dx^^ -\- dx^^ das Quadrat des Bogenelements darstellt. Bringt 
man die Lam^'sche Relation auf die Form 

(17) -(^ + §.)§.=(^ + ^.)§i. 

so sagt sie sofort, dass §i und — ^, die Differentialquotienten einer 
Function a> sind, was wir bereits aus den Formeln (3) wnssten. Der 
Formel (16) kann man eine andere Form geben, indem man darin an 
Stelle der § die Werte (14) setzt. Beachtet man, dass 






d«) (-k + ^^h-A'-^' (Ä + ^0«-o; 

ist; so wird die Relation (16)^ nachdem man sie auf die Form (17) 
gebracht hat; 

Es ist auch nützlich; die (yon Lam^ angegebene) Form zu notieren, 
welche die Operation (4) auf Grund der Formeln (18) annimmt; nämlich 
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§ 113. 

Für eine barmonische Function u muss die Operation (4) ^u = 
liefern; d. h. es muss sein 

mithin sind p— und — p— die Differentialquotienten einer Function v: 

du dv du dv 

Man bemerke gleichzeitig^ dass die durch die Functionen u und v de- 
finierten Gurrenscharen zueinander orthogonal sind, da ^(u,v) = 
ist. Nun ist aber auf Grund von (15) 

Also ist V harmonisch; d. h. wenn in einem Paare orthogonaler 
Scharen ebener Curven die eine Schar isotherm ist, so ist 
auch die andere isotherm. Zu diesem Satze gelangt man auch unter 
Benutzung der in § 108 angegebenen Regel, nach welcher man ent- 
scheidet, ob eine Schar isotherm ist. Man wende in der That die 
Operation (4) auf g^ und q^ an, indem man die Formeln (7) beachtet. 
Dann erhalt man unter Benutzung von (18) 

femer, wenn man sich an die Formeln (6) erinnert, 

und endlich 

Diese Fonnel zeigt deutlich, dass die am Ende von § 108 angegebene 
Bedingung, wenn sie von einer der Scharen erföUt wird, auch von der 
andern erfüllt wird. Wählt man femer ftlr g^ und q^ die isometrischen 
Parameter, so ergiebt sich aus den Formeln (19), dass das Verhältnis 
von Qi zu Q^ constant ist und dass umgekehrt dies nicht stattfinden 
kann, ausser wenn q, und q, harmonische Functionen sind. Daraus 
folgt, dass die Paare von isothermen Orthogonalscharen ebener Curven 
durch die Möglichkeit charakterisiert sind, Q^ = Q^ zu machen, da 
man immer jede Function Q oder q mit einer Gonstanten multiplicieren 
kann. Alsdann ist das Bogenelement durch die Formel 

ds' = Q» {dq,' + dq,^ 

OesikrOy natürl. Geometrie. 10 
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gegeben^ und es genügt dq^ = dq^ zu nehmen^ damit in jedem Punkte 
ds^ = ^^2 ist. Dies pflegt man so auszudrücken^ dass man sagt: Die 
Curyen jedes isothermen zweifachen Orthogonalsystems teilen 
die Ebene in unendlich kleine Quadrate. 



§ 114. 

Um sich zu vergewissern, ob eine Doppelschar von orthogonalen 
Goordinatenhnien isotherm ist, genügt es, zu sehen, ob eine der beiden 
Scharen isotherm ist, und es muss sich daher bei Anwendung des in 
§ 108 bewiesenen Kriteriums auf eine der Formeln (19) 

9i- 



log^ = 



ergeben. Mit Hilfe von zwei aufeinanderfolgenden Integrationen erkennt 
man, dass das Verhältnis der Functionen Q gleich dem Pro- 
duct einer Function von q^ allein mit einer Function von q^ 
allein sein muss. Dies ist die charakteristische Eigenschaft der Func- 
tionen Q bei den isothermen Doppelscharen. Um dieselbe in den § 
auszudrücken, bemerken wir unter Erinnerung an die Formeln (14), dass 

ist. Sollen also die Functionen §^ und §^ (welche notwendig an 
die Lam^'sche Relation gebunden sind) eine isotherme Doppel- 
schar definieren, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass 
man hat 

Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass die Function (o^ welche 
in den Formeln (3) auftritt^ harmonisch ist; denn man hat 



§ 115. Formel von Bonnet. 

Diese Formel dient dazu, in jedem Punkte M die Krümmung der- 
jenigen Curve aus der durch eine Function u definierten Schar anzugeben, 
welche durch den Punkt M hindurchgeht. Die Neigung o der Tan- 
gente dieser Curve im Punkte M lässt sich, wie in § 104 gezeigt wurde, 
berechnen, indem man schreibt 
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du , . du ^ 
cos (ö ö f- sm <D p— = . 

Dann ergiebt sich 

/c%t\ 1 du . 1 du 

(21) cos 10 = "7== ^— , Sm (D = 7= 3— , 

vorausgesetzt, dass man darauf achtet, die Vorzeichen so zu fixieren, 
dass unter Berücksichtigung der Formeln (6) und (7) <d = wird für 

w = g, ^^^ <D = 2^ für w = gl . Es sei 9 die Neigung der Tangente 
der 9i-Linie gegen eine feste Gerade; dann werden g> + ^ ^^^ 9^ + ® 

die analogen Winkel für die g,- Linie und für die betrachtete Curve 
sein. Also ist 

mithin 

(22) | = -§,co8<D + f,8ma, + ^. 

Andrerseits hat man 

dm da> , . dca d • d 

-—- = COS a> -5 h sm m -5— = 0— sin m — -5— cos cd . 

as dSi ' d«, ds^ ds^ 

Also ist 

Setzt man jetzt in diese Gleichung die Werte (21) ein, so erhält man 

yj^iyds^'^^V a«i "f"\a«, "^^v a«J"^ a«» a«» yji'^ds^ ds^yj^i' 

also schliesslich 

Auf diese Weise kennen wir die Krümmung in ausgesprochen in- 
varianter Form. 

§ 116. Beispiele. 

a) Man betrachte die Trajeetorien constanten Winkels der Linien 
einer Schar, d. h. die Curven, welche die genannten Linien, z. B. die g^-Linien, 
unter constantem Winkel o treffen. Offenbar gehen durch jeden Punkt M 
unendlich viele Trajeetorien, deren jede einem Werte yon o entspricht. Die 
Formel (22) liefert 

— = — 9i cos © 4" ^8 sin a> 

10* 



148 Achtes Kapitel. Scharen ebener Curven. 

und zeigt, dass die Erümmnngscentra aller Trajectorien in jedem 
Punkte M einer Geraden angehören, die durch die Gleichung 

(23) §,a! + §,y + 1 = 

dargestellt wird. Es sei 9 der Winkel, welchen die Tangente einer Co- 
ordinatenlinie mit einer festen Geraden bildet, und man betrachte die durch 
die Function 9 definierte Curvenschar. In dieser Schar ist jede Curve so 
beschaffen, dass von einem ihrer Punkte zum andern die Richtung der Tan- 
genten der Coordinatenlinien ungeändert bleibt. Die Gleichung der Tangente 
einer Curve der Schar 9 ist §i(X^'=§$yi mithin ist die Gerade (23), welche 
einem gegebenen Punkte M entspricht, parallel zu der Normale derjenigen 
Curve der Schar 9, welche durch M hindurchgeht. Daraus folgt, dass 
diese Curve die Trajectorien constanten Winkels der Coordinaten- 
linien in ihren Inflexionspunkten berührt. Bemerkenswert sind auch 
die durch die Functionen ^^ und §2 definierten Curvenscharen, denen die 
Orter der Wendepimkte und Spitzen der Coordinatenlinien angehören. Wenn 
M in einer Richtung fortrückt, die mit der ^-Aze den Winkel o bildet, so 
findet man bei Anwendung der Formeln (9) auf die Gleichung (23) und 
unter Erinnerung an die Lamä'sche Relation, dass die Gerade (23) ihre En- 
veloppe auf der Geraden 

(24) (||co8»-^8m»)a;=(||cos»-^8in»)y 

« 

berührt. Diese Gleichung wird nur dann für einen gewissen Wert von 
CO durch alle Werte von x und y erfüllt, wenn die Functionaldeterminante 
der § null ist. Alsdann reduciert sich die zweifache Unendlichkeit der 
Geraden (23) auf eine einfache Unendlichkeit; es ist aber zu bemerken, 
dass dies auch stattfindet, wenn eine der Scharen § nicht existiert, d. h. 
wenn §^ oder §2 constant ist und infolgedessen eine der Grundscharen 
aus gleichen Kreisen oder aus Geraden besteht. In diesem Falle sind 
die Geraden (23) offenbar die Normalen der Curve, welche die Ejreise 
oder die Geraden der Schar einhüllt. Auf diese Weise können wir uns 
von einem neuen Gesichtspunkte aus die bekannten Constructionen (§§ 11, c; 
24, c) des Erümmungscentmms der logarithmischen Spirale, der Evolventen 
der Eettenlinie, u. s. w. klar machen. Im allgemeinen Falle leitet man aus 
der Formel (24) ab, dass die Geraden (23), wenn M längs einer Coordinaten- 
linie fortrückt, ihre Enveloppe auf der Nonnale einer Curve § berühren. 

b) Die osculierenden Kreise der Coordinatenlinien in einem Punkte M 
werden durch die Gleichungen 

«* + S'* + |-y = 0, a,« + y> + ^a! = 

dargestellt. Bildet man die Ableitung der ersten nach q^ , der zweiten nach q^ 
und beachtet die Formeln (9), so erhält man 

(25) §tx + §ty+l+y-^log§t=0, §,x+§iy-^l + x-^^log§,=0. 

Also berührt jeder Kreis seine Enveloppe auf einem Durchmesser des andern. 
Es ist femer leicht zu erkennen, dass infolge der Lam^'schen Relation die 
beiden Durchmesser aufeinander senkrecht stehen, und dass eine der En- 
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veloppen reell, die andere imaginär ist. Jetzt wollen wir uns die Aufgabe 
stellen, die Bedingung zu finden, welche erfüllt sein muss, damit die oscu- 
lierenden Kreise der q^-LiniGn längs einer ^i- Linie ein Ereisbüschel bilden. 
Hierzu ist offenbar notwendig imd hinreichend, dass die durch die zweite 
Gleichung (25) dargestellte Grerade in der Ebene fest ist. Wenn ' man nun 
die genannte Gleichung noch einmal nadb q^ differenziert, indem man die 
Formeln (9), die Lame'sche Relation und die ursprüngliche Gleichung selbst 
berücksichtigt, so erhält man 

mithin ist die gesuchte Bedingung die, dass §i yon q^ unabhängig ist, d. h. 
dass jede g^-Linie ein Kreis ist. Also bilden die osculierenden Kreise 
der orthogonalen Trajectorien einer beliebigen einfach unend- 
lichen Schar von Kreisen längs eines jeden von ihnen ein Büschel. 
Dies ist übrigens eine unmittelbare Folge des bekannten Satzes: Die zu 
zwei gegebenen Kreisen orthogonalen Kreise bilden ein Büschel, 
dessen Axe der gemeinsame Durchmesser der beiden Kreise ist. Es genügt, 
in einer gegebenen Schar zwei unendlich benachba^e Kreise zu betrachten, 
um den ersten Satz wiederzufinden und ausserdem zu sehen, dass die Axe 
des Büschels der osculierenden Kreise die Tangente des Ortes der Mittel- 
punkte ist. Es folgt femer aus demselben Satze, dass jedes zweifache 
Orthogonalsystem von Kreisen notwendig aus zwei Büscheln be- 
steht. Die Axen der beiden Büschel, d. h. die durch die Gleichungen (25) 
dargestellten Geraden, sind zueinander senkrecht und enthalten die Mittel- 
punkte aller Kreise: die eine schneidet die zugehörigen Kreise in zwei reeUen 
Punkten Ä und Ä\ die andere in zwei imaginären Punkten und ausnahms- 
weise in zwei zusammenfallenden reellen Punkten. Durch eine leichte Rech- 
nung findet man, dass man, wenn 2a die Länge der Strecke ÄÄ' ist, 



a* — ^i -r ^^^ ^g^ — i/2 -t- ag^ ag^ 



(26) ^-§i' + -JH^ = -§2' + 



hat. Dagegen ist die Länge der auf der andern Geraden von den zugehörigen 

Kreisen bestimmten Strecke 2 a y — 1 . 

c) Wir wollen die zweifachen Orthogonalsysteme von Kreisen 
näher untersuchen. Sie sind offenbar durch die Gleichungen 

(27) ^ = 0, ^==0 

charakterisiert und infolgedessen isotherm, da die Bedingung (20) erfüllt ist. 
Die bei dem vorigen Beispiel angegebenen Rechnungen lassen sich hier schneller 
wiederholen, wenn man zuvor bemerkt, dass sich wegen der Lame'schen 
Relation und der Bedingung (15) aus den Formeln (27) ableiten lässt 

a«, d8^~ ' a«, a«i ~ ^« a«, ; §^ a«,* a«i a«, ' 
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Bedient man sich dieser Relationen, so gelangt man leichter dazu, festzu- 
stellen, dass die Geraden (25) in der Ebene fest sind. Wir wollen jetzt 
die § bestinmien und werden zu diesem Zweck annehmen, dass q^ und q^ 
die isometrischen Parameter sind, und uns daran erinnern (§ 113), dass man es 
immer so einrichten kann^ dass Q^ =^ Q^ ist. Dann liefern die Formeln (14) 

und die Lame'sche Relation wird 

Bildet man die Ableitung derselben nach q^ und nach g^, so erhält man 

i ^« _ <9 /^ _ ^\ 1 ^ _ ß /^ _ ^\ 
Q dir * ~ ^* \d3. d«. / ' Q d«,' "" ^^ U«, dq^ ) 

and daraus 

§. di>' "^ §. <^a»' ~ " • 

Da der erste Term unabhängig von q^ und der zweite unabhängig von q^ 
ist, so müssen alle beide constant sein, und man wird also dazu geführt, 

ZU setzen. Wenn wir als g^-Linien die durch A und A' hindurchgehenden 
Kreise annehmen, so ist die Gerade AA' selbst eine (/j- Linie, welche wir 
uns immer als durch q^^= dargestellt denken können. Alsdann muss 
man, imi der ersten Gleichung (30) zu genügen, ^^ = >l sin X;gs nehmen. 
Der andern Gleichung wird nur durch die Annahme 

genügt, wo |ii und /x' ebenso wie X willkürliche Constanten sind. Nun gewinnt 
man aus den Formeln (28) durch Integration 

k 

— = X cos Äg, — (itte*^» — |*'e~*M + Const.; 

femer findet man durch Einsetzen in (29), dass die letzte Constante null 
ist, und dass zwischen den andern die Relation A^ -f- ^f^i^' = ^ besteht. 
Wenn eine der Constanten /x oder ^\ z. B. fi', null ist, so muss auch A = 
sein, und man hat §i = 0, §2 "^^ fie*^. Alsdann bilden die g^-Linien 
ein Büschel von Geraden, und die ^2'^^^^^^ sind concentrische 
Kreise. Wenn ^ imd ^' nicht null sind, so wissen wir (vgl. § 18, n), dass 
man inmier f^ = db /x' annehmen kann, und zwar ist im vorliegenden Falle 

notwendig fi = — I*' ^^ ö" • Mithin ist 

(31) §1 = X sin Iq^ , §2 = I (e*^x _ e-*9.) . 

Als Grenzfall für ein nach Null convergierendes h finden wir §j = g^ , 
^g = g^ j was sich übrigens direct aus den Formeln (30) für Ä = ab- 
leiten lässt. In diesem Falle zeigt die Formel (26), dass a null ist, mithin 
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bestehen die beiden Scharen aus den Kreisen, welche zwei zu- 
einander senkrechte Geraden in ihrem Schnittpunkte berühren. 
Im allgemeinen Falle ist es immer erlaubt, Ä; = 1 zu nehmen, und die 
Substitution der Werte (31) in (26) giebt Aa = ± 1 . Also ist 

b/i — a j b/2 — 2a * 

Die geometrische Interpretation der ersten Formel zeigt, dass q^ der Winkel 
ÄMÄ' ist; femer führt die zweite zu der Erkenntnis, dass q^ der Loga- 

rithmus des Verhältnisses -rr-r ist. 

MA 

d) Aus jeder Curve ergiebt sich eine Doppelschar von Curven, wenn 
man j dem Bogen einen Punkt der Ebene entsprechen lässt. Die Bogen 
einer Curve bilden in der That eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit, 
und zwar wird jeder von ihnen durch das Paar der Werte ^^ und ^g dar- 
gestellt, welche in den Endpunkten die Bogenlänge s annimmt, die von 
einem festen Anfangspunkte aus gerechnet wird. Eine einfache Art, eine 
solche Correspondenz zu realisieren, besteht darin, dass man von jedem 
Bogen Äy^Ä^ den Schwerpunkt G nimmt. Alsdann bilden die beiden durch 
die Functionen g definierten Scharen die eine Schar der Schwerpunktlinien 
(§ 73) der gegebenen Curve. Durch jeden Punkt G gehen zwei Linien, 
nämlich die beiden Schwerpunktlinien, welche die gegebene Curve in den 
Endpunkten des entsprechenden Bogens berühren; und wir wissen bereits, 
dass die Tangenten der beiden Linien im Punkte (r gerade GÄ^ und GÄ2 
sind, um eine orthogonale Doppelschar von Linien zu construieren, 
werden wir durch G als Anfangspunkt zwei orthogonale Axen führen, welche 
wir in der Weise orientieren, dass von den drei Gleichungen 

?« ?» ^a 

(32) Jxds = , Jyds = , Jxy ds = 

?1 S"! S"! 

auch die dritte besteht. Die Differentialquotienten inbezug auf die neuen 
Axen drücken sich in folgender Weise aus: 

Bezeichnet man nun mit D die Functionaldeterminante der g, die notwendig 
von Null verschieden ist, so erhält man 

^^^^ ägi D \ds^ ds, ds, dsj ' ag, D \ds, ds^ ds^ dsj ' 

Es genügt, die ersten beiden Relationen (32) unter Anwendung der Formeln 
(34) und (9) nach den g zu differenzieren, um zu erhalten 

^ — E. ?Sl__^ ^ — R ^g, _ D 

ds, ~ <S^^' ds^~ tf ^« ' d8,~ C^^' ds^ ~ tf ^1 ' 

wo Xi und yi die Coordinaten von Ai sind, während <T die Länge des Bogens 
A^A^ darstellt. Bezeichnet man also noch mit x den doppelten Flächeninhalt 
des Dreiecks GA^A^^ so hat man 
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i) = — 



D 



>« 


<^1 


91 


t 


«, 


Vi 



B' 



und endlich, da D nicht immer null sein kann, xJD =^ <$^ . Zu diesem 
Resultate gelangt man auch durch die Bemerkung, dass man, wenn t^ der 
Winkel der beiden sich in G schneidenden Schwerpunktlinien und r^ die 
Länge der Seite QAi ist, successiv hat 

Dies vorausgeschickt werden die Formeln (33) und (34) 

Bis jetzt haben wir gamicht der besonderen Orientierung der Axen Rech- 
nung getragen, die durch die letzte Gleichung (32) bestimmt ist. Wenden 
wir nun die Formeln (36) und (9) an und setzen 






so finden wir 



?i 






d'Si 



I xyds^= 



= ^yi + ^{§i^ — §%y%) 



und dann durch die Formeln (35) 






- / xyds = — 7[xt§, — «larj {y^ — y,)] . 



_a 

ds, 



Also ist 
(37) 



^x^Co'i-^)^, §, = (y,-y,)^. 



Es ist nun von Nutzen, die Bedingungen (9) so umzuformen, dass darin 
die Ableitungen nach den ^ auftreten. Man findet leicht mit Hilfe der 
Formeln (36) 

^ — /i _ tMA 5l ?^ — _ /i _ yy£\ ^ 

d<5,~V X / ff ' äg, ~ V X K ' 

^y _ /i I «^i\ yi ^y _ /i i ««i\ y« 
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Dies sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die 
Unbeweglichkeit des Punktes (Xjf/), Hier ist zu bemerken, dass die 
linksstehenden Formeln auch auf x^^^y^ anwendbar sind, da bei der partiellen 
Differentiation nach ^^ der Punkt Ä^ unbeweglich bleibt. Ebenso sind die 
rechtsstehenden Formeln auf x^j y^ anwendbar. Will man femer die andern 
Ableitungen haben, z. B. die Ableitungen von x^ und y^ nach g^, so muss 
man die Verrückung von A^ berücksichtigen imd zu den Ausdrücken für 

J-^ und K^ , die man durch Anwendung der linksstehenden Formeln erhält, 

9x Sil 

die Werte von ^ und ^ hinzufügen, d. h. den Cosinus und den Sinus 

der Neigung der Curventangente in Ä^ gegen die a;-Aze. 

e) Die Curve, aus welcher sich ein barycentrisches Paar orthogonaler 
Curvenscharen ergiebt, gehört einer dieser Scharen an. Es ist in der 
That folgendes evident: Wenn man für ^^ einen beliebigen Wert s fixiert 
und dann ^^ nach s convergieren Iftsst, so wird in der Grenze die eine Axe 
zur Tangente der Curve, die andere zur Normale. Wählt man die erste zur 
x-Axe, so erkennt man imter Beachtung der Relationen 

d<Si ds du ' d<St da ' 

dass man, um die vorhin erhaltenen Formeln durch Reihen, die nach Potenzen 
von 6 fortschreiten, zu erfüllen, 

ff ff' *^* ^ ^ I ff* I ff' ^ 1 , 

setzen muss. Es lässt sich femer leicht daraus ableiten 

^ I ll^i-L. ^ ff* ff* I 

^ 12^ ' 24 d« ^ "^ ' * "" 12 I8O9« ' 

Diese Formeln erleichtem die Discussion des geometrischen Verhaltens der 
Doppelschar in der Umgebung der betrachteten Curve. Im besondem werden 
fOr <y = die Formeln (37) 

und zeigen, dass nicht jede orthogonale Doppelschar barycentrisch inbezug 
auf eine Curve ist, da längs einer der Linien, aus welchen sie besteht, z. B. 
längs einer gewissen Linie q^ , die Krümmung der Linien q^ die Werte 

annimmt. Übrigens ist es geometrisch klar, dass die barycentrischen Doppel- 
scharen ganz speciell sind. So ist z. B. eine Doppelschar orthogonaler £[i*eise 
im allgemeinen nicht barycentrisch, weil sie dies nur inbezug auf einen von 
ihren Kreisen sein könnte, während andrerseits leicht zu erkennen ist, dass 
die barycentrische Doppelschar eines Kreises aus den concentrischen Kreisen 
und dem Büschel der gemeinsamen Durchmesser besteht. 
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§ 117. Fundamentaltrieder. 

Die TaDgente einer beliebigen Curve des dreidimensionalen Baumes 
in einem gegebenen Punkte M lässt sich ebenso wie bei den ebenen 
Curven (vgl. § 1) definieren. Die Normalen in M sind die unendlich 
vielen Senkrechten^ die sich in M auf der Tai^ente errichten lassen. Sie 
liegen in einer Ebene, die man die Nor mal ebene nennt. Wenn sich 
beim Hinrücken von M' nach M die gemeinsame Gerade der Normal- 
ebenen in M und Jf' einer Grenzlage nähert, so erhält sie in dieser 
den Namen Polaraxe. Eine der unendlich vielen Normalen ist der 
Polaraxe parallel, eine andere ist zu ihr senkrecht: die erste heisst die 
Binormale, die andere die Hauptnormale. Eine der Ebenen, die 
durch die Tangente hindurchgehen, enthält auch die Binormale, eine 
andere enthält die Hauptnormale: die erste heisst die rectificierende 
Ebene, die andere die osculierende Ebene. In jedem Punkte einer 
Curve haben wir also ein rechtwinkliges Trieder, dessen Kanten die 
Tangente, die Binormale und die Hauptnormale und dessen Flächen die 
Normalebene, die osculierende Ebene und die rectificierende Ebene sind. 
Da man die Polaraxe als den Schnitt von zwei unendlich benachbarten 
Normalebenen betrachten kann, so kann man auch sagen, dass die 
Binormale senkrecht zu zwei unendlich benachbarten Tan- 
genten ist. Hiermit soll nur kurz ausgedrückt werden, dass die Bi- 
normale in M die Grenzlage der gemeinsamen Senkrechten zu den 
Tangenten in M und M' ist, wenn man unter Festhaltung von M den 
Punkt M' nach M hinrücken ]&st. 

§ 118. Erümmungen und natürliche Gleichungen. 

Liegt der Anfangspunkt der Goordinaten in dem längs der Curve 
beweglichen Punkte M, so werden wir beständig als x-Axe die Tangente, 
als y-Axe die Binormale und als ;ef-Axe die Hauptnormale annehmen. 
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Wir wollen das Axentrieder nach einer Verschiebung des Anfangs- 
punktes M in die unendlich benachbarte Lage M' betrachten. Nach 
der am Ende des vorigen Paragraphen gemachten Bemerkung hat man 
o£fenbar cos (y^ x') = 0. Daraus folgt^ dass die Tangente x' und die 
Binormale y' sich als parallel zu den Ebenen ex bezw. zy betrachten 
lassen. Mithin ist^ wenn dtp der Winkel zweier unendlich benachbarter 
Tangenten ist, cos (js, x') = dip] und wenn d^ der Winkel zweier un- 
endlich benachbarter Binormalen ist, so hat man cos (z,y') = di^, ab- 
gesehen von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung. Die Ver- 
hältnisse der Di£ferentiale von ip und rff za ds (d. h. die Grenzwerte 
der Verhältnisse von dq> und d^ zur Länge des Bogens MM\ wenn 
M' nach M hinrückt) messen die Krümmungen der betrachteten Curve 
im Punkte M, und zwar bezeichnet man die erste als Flexion, die 
zweite als Torsion. Setzt man femer ds = gdtp = rd^, so messen 
die beiden Zahlen q und r, die zu den Exümmungen invers sind, zwei 
Längen, die man den Flexionsradius und den Torsionsradius 
nennt. Die Flexion einer gewundenen Gurve besteht also wie bei den 
ebenen Curven in dem mehr oder weniger schnellen Abweichen der Curve 
von der Tangente und die Torsion liegt hinwiederum in der mehr oder 
weniger schnellen Weise, wie die Curve sich von der osculierenden Ebene 
zu entfernen strebt. 0£fenbar sind die ebenen Curven durch den Um- 
stand charakterisiert, dass ihre Torsion null ist. Um nach diesen Vor- 
betrachtungen das Schema der Richtungscosinus' der Axen mit dem 
Anfangspunkte M' inbezug auf diejenigen mit dem Anfangspunkte M zu 
vervolSndigen, bemerken wir zunäcL, dass abgesehenen unendlich 
kleinen Grössen höherer Ordnung die Cosinus' der Winkel (x, x'\ u. s. w. 
als der Einheit gleich zu betrachten sind; denn man hat z. B. 

cos (x, x') = cos d(p = 1 — Y (ßvY "f" • ' • 5 u. s. w. 

Femer ist wegen der Orthogonalität der Axen x' und y\ x und z'y 
y' und z' 

cos {Xy y') = 0, cos {Xy z') ^ — dtp, cos (y, z') = — (i^, 

und man kann daher das Schema der Richtungscosinus' in folgender 
Weise schreiben: 



(1) 

y 



z 



X y z 



1 dip 

1 dfl; 

— d(p — df^ 1 

Dieses Schema zeigt, dass es, um die Curve in der Umgebung jedes 
Punktes discutieren zu können, genügt, die Functionen tp und ^ zu 
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kennen^ d. h. dass es genügt^ wenn q und r als Functionen von s ge- 
geben sind. Die Gleichungen 

aus denen man für eine gegebene Guire die Werte der Krümmungen 
in jedem Punkte berechnen kann, nennt man die natürlichen Glei- 
chungen der Curve. Wir werden sogleich sehen, dass die Kenntnis 
derselben auch die Gestalt der ganzen Curve in eindeutiger Weise zu 
bestimmen gestattet, abgesehen von der Lage, die sie im lUume einnimmt. 

§ 119. FondamentalfoTmelii. 

Inbezug auf das Trieder mit dem Anfangspunkte M seien x, y, z 
(Functionen von s) die Goordinaten eines Punktes P, der im allgemeinen 
mit M beweglich ist, und x -^ dx, y -\- Sy, z -{- dz die Goordinaten 
des Punktes P', der auf der Bahncurve, die P beschreibt, dem Punkte 
M' entspricht. Die Goordinaten von P' inbezug auf die Axen mit dem 
Anfangspunkte M' sind x -\- dx, y + rfy, z -{- dz, mithin ist, wenn 
man das Schema (1) berücksichtigt und mit u,v,w die (unendHch 
kleinen) Goordinaten von M' bezeichnet, 

X -■{- dx = u -\- X -\- dx — (£f + ^^) ^9 

(2) y + Sy = v+y-i-dy — {z + dz)dtlf 

z ^Sz = w-^{x-\- dx) dy 4" (y + ^y) di) -\- z -■{- dz . 

Wir wollen unsere Untersuchung auf diejenigen Gurven beschranken, 
bei denen man wie bei den ebenen Gurven behaupten darf, dass der 
Grenzwert des Verhältnisses des Bogens MM' zu der Sehne, wenn 
M' nach M hinrückt, gleich der Einheit ist. Da nun nach der De- 
finition der Tangente 

lim = 1 , lim _ = , lim = 

ist und sich andererseits die soeben gemachte Voraussetzung in der Formel 

lim-— =iL= = l 

yu'+ v* + w* 

ausdrückt, so hat man 

de ^ d8 ^ d« 

Wir können daher in den Gleichungen (2) v und w unterdrücken und 
d8 an Stelle von u setzen; dividiert man sie dann durch ds, so gewinnt 
man die Fundamentalformeln: 

rq\ 9x dx ^ i_ 1 ^y dy z 8z dz ^ x ^ y 

^ ^ ds ds ^ ' ' ds ds r ' ds d« ' ^ ' r ' 
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Die Formeln (2) sind auch auf die Cosinas' a, ß, y anwendbar, die eine 
beliebige Richtung definieren. Torausgesetzt, dass man ti, r, %o unter- 
drückt. Daraus folgt, dass man für die Richtungen hat: 

(A\ ^^ ^^ y ■* ^^ ^^ y ^y c?y , flg , ^ 

^ ^ da ds Q ' da da r ' da d« ' ^ ' r 

Wir wollen endlich die Fundamentalformeln für die Gerade suchen. 
Als Goordinaten einer geraden Linie können wir ihre Richtungscosinus' 
a, /3, y und die Grössen 

(5) i = Yy — ß^> ri = az — yx, t^ßx — ay 
wählen, die o£fenbar mit d^n Cosinus' durch die identische Relation 

(6) ccl^ + ßri + H = 

zusammenhangen und von der Lage des Punktes (x,y,0) auf der Ge- 
raden unabhängig sind, da sie ungeändert bleiben, wenn man x, y, e 
beziehungsweise durch x -{- at, y + /^^; z -{- yt ersetzt, welches auch 
der Wert von t sein mag. Man hat einfach auf die Grössen (5) die 
Formeln (3) »und (4) anzuwenden, um zu erhalten 

^ >' da da q^ da ~ da r "' da~da'^Q'^r^P' 
Dies sind zusammen mit (4) die Fundamentalformeln für die Geraden. 

§ 120. 

Aus den Formeln (3) ergiebt sich, dass es für die ünbeweglich- 

keit des Punktes {Xyy,jg) notwendig und hinreichend ist, dass 

x^x dx_ g ^ dy z dg X y 

^ ^ da ^ ^ da r ^ da q r 

ist. Fixieren wir den Anfangspunkt der Bogen in einem beliebigen 
Punkte der Curve, wo die Krümmungen (die wir immer als stetige 
Functionen des Bogens voraussetzen werden) endliche Werte haben, 
und seien x, y^ z seine Goordinaten inbezug auf das Fundamental- 
trieder in einem unendlich benachbarten Punkte. Oflfenbar werden x, y, z 
gleichzeitig mit s unendlich klein, und da die Bedingungen (8) erfüllt 
sein müssen, so erhält man durch Anwendung des Satzes Ton V Hospital: 

lim - = lim (- — 1) = — 1, lim- = lim - = . 

8 \Q / ' a r 

Daraus folgt 

lim4 = -iliinip + ^) = -ilim^ = ^, 
femer 

lim ^ = — lim -= = 
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Da nun die Verlegung des Anfangspunktes der Bogen nach dem Punkte 
M' (s -\- ds), der dem Punkte M(8) unendlicli benachbart ist, darauf 
hinauskommt, $ ••\' ds = zu setzen, so erhält man die Ausdrücke fOr 
die Coordinaten u, v, w von M' inbezug auf die Axen mit dem Anfangs- 
punkte My indem man in den obigen Resultaten 8 in — ds verwandelt, 
so dass man hat 

(9) u = ds, V — , «^ = -2^-. 

Demnach sind die Ebenen, welche die Tangente in M enthalten, unter 
allen durch M hindurchgehenden Ebenen darch den Umstand charakte- 
risiert, dass ihre Entfernung von den zu M unendlich benachbarten 
Punkten unendlich klein von höherer Ordnung ist, und zwar ist nur 
für eine von ihnen (die osculierende Ebene) diese Entfernung 
wenigstens von der dritten Ordnung. Daraus folgt, dass jeder 
in der Umgebung von M gewählte Bogen von hinreichender Klein- 
heit ganz auf einer Seite von jeder durch die Tangente in M hindurch- 
gehenden Ebene liegt, mit Ausnahme der osculierenden Ebene, welche 
im allgemeinen von der Curve durchsetzt wird. Wenn man 
die unendlich kleinen Grössen von der dritten Ordnung vernachlässigt, 
so kann man annehmen, M' liege in der Osculationsebene, und wenn 
man auch diejenigen von der zweiten Ordnung vernachlässigt, so kann 
man M' als direct auf der Tangente liegend betrachten. Bei solchen 
Fragen also, wo die Vernachlässigung der höheren unendlich kleinen 
Grössen gestattet ist, wird es auch erlaubt sein, die Curve einer Poljgonal- 
linie MM' M" . . . mit unendlich kleinen Seiten gleich zu achten und 
die Tangente als die Gerade zu betrachten, auf welcher ein Element 
MM' liegt, die osculierende Ebene als die durch zwei aufeinander- 
folgende Elemente MM' und M' M" bestimmte Ebene; u. s. w. 
Man geht von einer Lage des Fundamentaltrieders zu der folgenden 
Lage über, indem man den Scheitelpunkt auf der Tangente um ds 
fortrücken und dann die Kanten sich so um den Scheitelpunkt drehen 
lässt, dass sie die Richtungscosinus' (1) erhalten. Es ergiebt sich 
endlich aus den Formeln (9): Wenn ein Beobachter auf der Curve 
wandert mit dem Kopfe nach der positiven Seite der Hauptnormale 
und er in dem Sinne fortschreitet, in welchem $ wächst, so wird er 
die Curve sich erheben oder sich senken sehen, jenachdem p positiv 
oder negativ ist, und er wird sie sich nach links oder nach rechts 
wenden sehen, jenachdem r dasselbe oder das entgegengesetzte Vor- 
zeichen wie Q hat. 
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§ 121. 

Nunmehr wollen wir beweisen, dass jedes Paar natürlicher 
Gleichungen in eindeutiger Weise eine Curve bestimmt, wenig- 
stens innerhalb gewisser Grenzen für s^ zwischen denen die Erümmungen 
endliche und stetige Functionen von s sind. Es ist bekannt, dass unter 
diesen Bedingungen immer ein und nur ein Tripel von Functionen x, y, e 
existiert, welches den Gleichungen (8) genügt und sich für 5 = auf 
o, 6, c reduciert. Offenbar sind x, y, z (wenn die Curve existiert) in- 
bezug auf das Trieder mit dem Anfangspunkte M die Coordinaten des- 
selben Punktes, der in dem zum Punkte 0, dem Anfangspunkte der 
Bogen, gehörigen Trieder die Coordinaten a, &, c hat. Andererseits sind 
auf Grund der Formeln (4) die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für die Invariabilität der Richtung (o:, /3, y) 

^ ^ ds q' ds r' da q r 

Man bemerke, dass man, wenn cc,ßyy und a\ß\y' zwei beliebige 
Tripel von Functionen sind, die den Gleichungen (10) genügen, auf 
Grund derselben Gleichungen (10) successiv erhält 

Daraus folgt: Wenn man die drei in dem ersten der quadratischen 
Schemata 



Ofi 



a 



8 



ßx 


Yi 




10 


ß» 


Vi 


f 


10 


A 


Yt 




1 



«8 

enthaltenen Functionentripel derart bestimmt, dass sie den Gleichungen 
(10) genügen und für s = die entsprechenden in dem zweiten qua- 
dratischen Schema angegebenen Werte annehmen, so wird beständig 

1 , für i=j , 



Oiaj + ßißj + ytyj 



0, für Qj, 



sein, d. h. die durch das erste Schema dargestellte Determinante ist 
orthogonal Es ist klar, dass die Elemente der genannten Determinante 
gerade die Richtungscosinus' der Axen mit dem Anfangspunkte inbezug 
auf diejenigen mit dem Anfangspunkte M sind, da sie für s = die 
Richtungen der erwähnten Axen liefern und andererseits die Bedingungen 
(10) erfüllen, die für die Invariabilität der Richtungen hinreichend sind. 
Dies vorausgeschickt darf man immer setzen 

x = XQ + aa^-\- ba^ + ca^ , y = J/o + «A + ^ A + ^A ? 
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und erkennt dann durch Einsetzen dieser Werte in (8) unter Berücksich- 
tigung der Formehl (10)^ dass die neuen unbekannten Functionen Xq, y^, e^ 
ebenfalls den Gleichungen (8) genügen, und dass sie sich sämtlich mit s 
auf Null reducieren. Sie sind demnach vollkommen bestimmt und 
stellen offenbar die Coordinaten von inbezug auf die Axen mit dem 
Anfangspunkte M dar. Nun können wir für jeden Wert von s die Con- 
stauten a, h, c so bestimmen, dass sie die Coordinaten von M inbezug 
auf die Axen mit dem Anfengspunkte darsteUen: es genügt (indem 
man sich den Augenblick des Durchganges des Punktes M durch einen 
festen Punkt denkt), in den obigen Relationen x^y^g gleich Null zu 
setzen und das System nach a, b, c aufzulösen: 

(11) ^ ^ — (^^0 + ßiVo + rt^o) 7 

\ c = — (ojiCo + ftyo + ys^o)- 

Hiermit ist in eindeutiger Weise die Curve bestimmt, welche durch 
das gegebene Paar natürlicher Gleichungen definiert wird, da, wenn s 
variiert, die Coordinaten aller ihrer Punkte inbezug auf ein unbeweg- 
liches Axentripel bekannt sind. 



§ 122. 

Es ist interessant, zu bemerken, wie sich aus den Formeln (11) 
mit Hilfe der Unbeweglichkeitsbedingungen (8) und (10) mit Leichtig- 
keit die ganze gewöhnliche Theorie der gewundenen Curven ableiten 
lasst. Man findet in der That durch Differentiation 

r^Qv da dh de 

(^^) 57 = ^i> 57 = "«> 5^ = ^' 

femer 

^^^^ d8*~ Q ' d8*~ Q ^ da* ~ Q ^ 

und durch nochmalige Differentiation ergiebt sich 

Benutzt man also unbewegliche Axen, so sind die ersten Ab- 
leitungen der Coordinaten nach dem Bogen gleich den Bichtungscosinus' 
der Tangente und die zweiten Ableitungen sind proportional den 
Bichtungscosinus' der Hauptnormale. Für die Binormale hat man 

/^c\ a /de d^h db d*e\ 

(15) A = a,r, - a»Yi = U rfl* - dl 5?j P ' "• «• ^- 



§ 122. § 128. Digression über die Gerade. 



161 



Quadriert und addiert man die Gleichungen (12), so erhält man die 
Formel 

welche den Bogen zu berechnen gestattet, wenn die Goordinaten als 
Functionen einer beliebigen Veränderlichen gegeben sind. Quadriert 
und addiert man dagegen die Gleichungen (13), so findet man die Formel 






welche die Flexion kennen lehrt, wenn s die unabhängige Variable 
ist. Zu der allgemeinen Formel (die nicht an die Wahl der unab- 
hängigen Variablen gebunden ist) gekngt man, wenn man in analoger 
Weise mit den Gleichungen (15) verfährt. Multipliciert man femer die 
Gleichungen (14) mit /S^, ß^, /}, und addiert sie, so erhalt man unter 
Berücksichtigung der Formeln (15) 





da 


d^a 


d*a 




ds 


ds^ 


ds* 
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dh 


dn 


d*b 


rp'- 


ds 


ds* 


ds* 




de 


d^c 


d*c 




ds 


ds* 


ds* 



Diese Formel dient zur Berechnung der Torsion, wenn man die Flexion 
bereits kennt. 



§ 123. Digression über die Gerade. 

a) Bekanntlich ist der Winkel zweier Richtungen (a, j3, y) und 
(a\ ß\ y') durch eine jede der folgenden Formeln gegeben: 

cos = aa' -f- ßß' -f" yy\ 
sin» e = {ß/ — yßy + (ya — ayj + (aß' — ßay , 

Bilden die Richtungen (a, j3, y) und (a -\- da^ ß -\- dß, y -\- öy) den un- 
endlich kleinen Winkel iO^ so liefert die zweite Formel 

(16) de* = (ßdy — yäßY + (y6a — aiyY -f {^^ß — ß^^^Y- 
Dagegen leitet man aus der ersten ab 

l-jde' + ^^^ = 2a{a + da) = l+^aöa = l-^^da\ 

d. h. 

(17) 



de^ = da^ -\- äß^ -\- Sy^ 



b) Die Cosinus' it, fi, i/, welche die Richtung bestinunen, die zu den 
durch die Cosinus' a^ ß^ y und a', ß\ y' definierten orthogonal ist, genügen 

Ceiliro, nfttfirl. Geometrie. 11 
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den Orthogonalitatsbedingungen ^Xa = 0, ^Xa' = 0. aus denen sich 
ergiebt 

(IS) ^ ^ = ^ ^ = / = J_ 

V / ßy' — yß' ya — «y' aß* — ßüL* sin ' 

wenn man den positiven Sinn der genannten Richtung derart fixiert, dass 
er mit demjenigen der ;?-Axe zusammenfällt, wenn die gegebenen Richtungen 
bezüglich mit denen der x- und der ^-Axe zum Zusammenfallen gebracht 
werden. Offenbar ist der Abstand g zweier Geraden die Projection der 
geraden Strecke, die einen beliebigen Punkt (o;, ^, z) der einen G^eraden mit 
einem Punkte {x\ y\ 0^ der andern verbindet, auf deren gemeinsames Lot. 
Daraus folgt 

q = l(x' — x) + ii(y' — y) + V (e' — z) , 



d. h. wegen (18) 
(19) 



g sin ö = 



et a 



X 



X 



ß 

y 



ß' 

7 



y —y 

z' — z 



wo sich der rechten Seite die Form 
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X 




ß ß' 


y' 
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y y 


t 
Z 





a a X 

ß' ß y 

y' y z 



^■(«1' + «'!) 



geben Iftsst, so dass man unter Erinnerung an die Relation (6) auch 
schreiben kann 

g8ine = ^(«'-«)(S'-g), 

Wenn also zwei Geraden unendlich benachbart sind und man mit dq ihren 
Abstand bezeichnet, so ist 



(20) 



iqöO = datfl + dß Sri + h *f • 



Zu der Formel (19) sei noch bemerkt, dass man, wenn eine der Geraden z. B. 
die 2;'Axe ist, — g sin = £ erhält, womit die geometrische Interpretation 
der Coordinaten £, 17, {^ gewonnen ist. 

c) Die Geraden des Raumes bilden eine vierfach unendliche Mannig- 
faltigkeit, da zwischen den sechs Coordinaten einer Geraden zwei Relationen 
bestehen. Jede neue Bedingung, die man diesen Coordinaten auferlegt, be- 
stimmt im Räume eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit von Geraden, 
die man einen Comp lex nennt. Ein Paar verschiedener Gleichungen de- 
finiert eine Congruenz oder eine zweifach unendliche Mannigfaltig- 
keit von Geraden, welche sich also als der Schnitt zweier Complexe be- 
trachten lässt und das Analogen der Fläche oder der zweifach unend- 
lichen Mannigfaltigkeit von Punkten ist Endlich stellt der Inbegriff 
von drei verschiedenen Gleichungen eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit 
von Geraden dar, die offenbar eine eigenartige Fläche bilden, welche man 
eine Regel fläche nennt. Mit den Regelflächen und den Congruenzen werden 
wir uns später beschäftigen. Hier wollen wir uns darauf beschranken, einige 
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Eigenschaften der einfachsten Complexe auseinanderzusetzen, die durch eine 
lineare Gleichung 

(21) ag -f 5i/ + c f + «a + wj3 + «y = 

dargestellt und aus diesem Grunde lineare Complexe genannt werden. 
Ein solcher Complex heisst speciell, wenn zwischen den Coef&cienten die 
Beziehung 

(22) al -{- hm -{- cn =' 

besteht, auf Grund deren man die Coefßcienten als proportional zu den Co- 
ordinaten einer Geraden betrachten kann, so dass alsdann die Gleichung (21) 
ausdruckt, dass die genannte Gerade alle diejenigen, welche dem Complex 
angehören, schneidet. Also besteht der specielle Complex aus den 
unendlich vielen Geraden, die eine gegebene Gerade schneiden. 
Es kann vorkommen, dass dieselbe im Unendlichen liegt, und zwar ist dies 
der Fall, wenn a, hy c null sind; alsdann sind nach (21) die Greraden des 
Complexes alle Senkrechten zu der Richtung, deren Cosinus' proportional 
Z, m, n sind, d. h. sie sind alle Geraden eines Büschels paralleler Ebenen, 
und man kann daher mit Becht sagen, dass sie den gemeinsamen Schnitt 
dieser Ebenen treffen. Bei einem allgemeinen linearen Complex, wo also die 
Gleichung (22) nicht besteht, ist es nicht möglich, dass a^ hj c gleichzeitig 
null sind, und man kann daher immer die Richtung betrachten, welche durch 
die Cosinus' 

TL ^ 

(23) a^ = -=======. ß^ = ■___= =. , yo = 



ya^^b* + c^' ^^ ya" + 6« + c«' ^^ )/«« + ft» + c* 

definiert wird. Man kann femer eine Gerade mit dieser Richtung annehmen, 
deren übrige Coordinaten ^^^ rj^, ^ wir noch in zweckmässiger Weise be- 
stimmen wollen. Aus (19) erhält man unter Beachtung von (21) 

(24) -2sinö= V«5o+ ^A±t=±M= yJ^,-—=L=), 

und die letzte Summe reduciert sich auf — j> cos , wenn man 

(2b) L,= ^ — ^P ^ = tn^bp n — cp 

^ ^ ^ y«« + ft« + c* ' ^® Vä*~+ 6* + c* ' ^ ya" + 6« + c« 

setzt. Man bestimmt alsdann die Constante p mit Hufe der Bemerkung, dass 
dic) Relation (6) stattfinden, dass also 

a(l — ap) + 5 (w — hp) -\- c(n — cp) = 

sein muss. Daraus folgt 

, V al + bm + cn 

und die Gleichung (24) reduciert sich schliesslich auf die einfache Form 

(27) qtge=p. 

Die durch die Coordinaten (23) und (25) definierte Gerade heisst die Axe 
des Complexes, und die obigen Betrachtungen zeigen, dass jeder lineare 
Complex aus den Geraden besteht, für welche zwischen dem Abstand von 
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einer gewissen Axe und dem Winkel, den diese mit jeder Complexgeraden 
büdet, die Relation (27) besteht. 

d) Die lineare Congruenz oder der Schnitt von zwei linearen Com- 
plexen x = , x' = gehört auch den unendlich vielen Gomplexen an, 
welche das Büschel x -f- 1%' ^ bilden. Drückt man aus, dass die Be- 
dingung (22) von den Coefficienten von x -j- kn' erfüllt wird, so findet man 
eine Gleichung zweiten Grades in Jl, und es giebt daher in dem genannten 
Büschel immer zwei specielle Complexe. Also besteht jede lineare Con- 
gruenz aus den Geraden, die sich auf zwei bestimmte Geraden 
des Baumes stützen. Betrachtet man dagegen das Netz von Gomplexen 
X -f- ^*' "f" f*»'' ' = ö » so führt die Bedingung (22) zu einer Relation zwischen 
k und fi, auf Grund deren in dem genannten Netz immer unendlich viele 
specielle Complexe existieren. Also gehört die Begelfläche, welche der Schnitt 
der Complexe x = , x' = , x" = ist, auch imendlich vielen speciellen 
Gomplexen an, d. h. die Geraden, aus denen sie besteht, treffen unendlich 
viele andere Geraden, die sich ebenfalls als Erzeugende der Fläche betrachten 
lassen. Daraus folgt, dass eine derartige Fläche in zwei durchaus ver- 
schiedenen Weisen von einer Geraden erzeugt werden kann, die im Räume 
successiv einfach unendlich viele Lagen annimmt. Solche speciellen Regel- 
flächen nennt man quadratische Regelflächen. Nach der Natur ihrer 
Eigenschaften, mit denen sich die gewöhnliche analytische Geometrie aus- 
führlich beschäftigt, behaupten ^e in der Geometrie des Raumes den Platz, 
welchen die Kegelschnitte (§ 25) in der Ebene einnehmen. 

e) Besonders bemerkenswert ist für uns unter den quadratischen Regel- 
flächen das hyperbolische Paraboloid, d. h. die Fläche, welche von einer 
Geraden erzeugt wird, die sich parallel zu einer Ebene bewegt, indem sie 
sich auf zwei gegebene Geraden stützt. Eine solche Fläche lässt sich also 
als der Schnitt der drei speciellen Complexe 

^««0 = 0, ^(«'H-«IO = o, J'C«"! + «I") = 

betrachten, mithin gehören ihre Erzeugenden (die der einen Schar) auch 
jedem Complex des Netzes 

(28) ^[(1«' + ^«'0 s + («6 + AS' + (*n «] = 

an. Die Erzeugenden der zweiten Schar sind die Axen der speciellen Com- 
plexe, die durch die Gleichung (28) dargestellt werden, wenn man zwischen 
k und fi eine passende Relation aufstellt, nämlich 

(29) i ^"«'«0 + f» ^"«"«6 + ift ^"(«'1" + «"10 = . 

Da nun die Richtungscosinus' dieser Erzeugenden gleich linearen Combina- 
tionen der Cosinus' a', ß\ y und a", j3", y" sind, so sieht man, dass auch 
sie wie diejenigen der ersten Schar einer gewissen Ebene parallel 
sind. Also wird die Fläche in derselben Weise von den Geraden der einen 
wie von denen der andern Schar erzeugt. Zwischen k und fi stelle man 
jetzt statt (29) die Relation 



§ 123. Digression über die Gerade. 165 

auf, welche von jener verschieden ist, falls sich die zu Anfang gegebenen 
Geraden nicht schneiden, was man, wenn die Fläche keine Ebene sein 
soll, annehmen muss. Die Gleichung (28) stellt alsdann unendlich viele 
nicht specielle lineare Complexe dar, deren Axen zur Leitebene parallel 
sind. Diese Ebene kann man sogar so fixieren, dass sie eine der Axen 
enthält. Dann trifft, da die Relation (27) erfiUlt sein muss, die in der 
Ebene gelegene Erzeugende die Axe unter rechtem Winkel, und dieser Um- 
stand zeigt deutlich, dass alle andern Axen notwendig in derselben Ebene 
liegen. Sind in dieser Weise die beiden Leitebenen fixiert, so heisst ihr 
Schnitt die Axe des Paraboloids, und die beiden Erzeugenden, welche die 
Axe senkrecht treffen, heissen die Haupterzeugenden zum Unterschied 
von den andern in den bezüglichen Scharen. Sie müssen sich schneiden, 
weil sie eben nicht derselben Schar angehören, und ihr Schnittpunkt liegt 
notwendig auf der Axe und heisst der Scheitel des Paraboloids. 

f) Für eine beliebige Erzeugende, die im Abstände t von der zuge- 
hörigen Leitebene liegt, während ausserdem t der Winkel ist, um welchen 
sie gegen die Hauptrichtung gedreht erscheint, hat man auf Grund von (27) 

(30) *«' = |. 

da in dem hier betrachteten Falle der Winkel das Complement von t ist. 
Also kann das hyperbolische Paraboloid von einer Geraden er- 
zeugt werden, die sich parallel zu einer Ebene bewegt, indem sie 
sich auf eine feste Gerade stützt und sich um dieselbe nach dem 
Gesetz (30) dreht. Die feste Gerade OM ist, wenn man will, die Haupt- 
erzeugende der zweiten Schar; ihre Project^on OP auf die erste Leitebene 
wird folglich die « Haupterzeugende der ersten Schar sein. Errichtet man 
jetzt in der genannten Ebene in P, der Projection von M, die Senkrechte 
auf der Projection der durch M hindurchgehenden Erzeugenden und ebenso 
im Scheitel die Senkrechte auf OP, so schneiden sich die beiden so 
construierten Geraden in einem festen Punkte F, In der That liefert 
die Betrachtung der rechtwinkligen Dreiecke OPF imd MPF und der 
Gleichung (30) 

OF = OP, cot T = ^ cot g) cot T = j) cot g) , 

wenn man mit q> die Neigung von OM gegen die feste Ebene bezeichnet. 
Also (§ 33, a) umhüllen die Projectionen der Erzeugenden auf die 
Leitebene eine Parabel, welche ihren Brennpunkt in F imd ihren Scheitel 
in hat. Man bemerke jedoch, dass die Enveloppe dieser Projectionen der 
Scheitel ist, wenn die Haupterzeugenden senkrecht zueinander sind, in welchem 
Falle das Paraboloid gleichseitig heisst. Lässt man dagegen die Con- 
stanten g> imd p nach Null abnehmen derart, dass p cot q> gleich einer von 
NuU verschiedenen Gonstanten bleibt, so nähern sich die beiden Scharen von 
Erzeugenden der Coincidenz, imd das Paraboloid artet schliesslich 
aus in die Schar der Tangenten einer Parabel. 

g) Zum Schluss wollen wir bemerken, dass sich die Bedeutung von p 
aus der Formel (30) ergiebt, die für die beiden Scharen von Erzeugenden 
die Gleichungen 

(31) jp = lim - , \p' = lim -> 
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liefert. Wohlverstanden sind bei beiden Scharen die Winkel t und x' von 
den Haupterzeugenden aua zu rechnen. Ist z. B. die Richtung (a\ ß\ y^ 
diejenige, welche man durch Projection von (cxq, |9q, y^ auf die zweite Leit- 
ebene erhält, so hat man 

^ a oTq == sin q) , ^ a a^ = sin q> cos x , ^ a a = cos x , 

und man muss X = — (i cos x' nehmen. Man gelangt dann mit Hilfe der 
Formel (26) zu dem folgenden Resultat: 

Xiit' sin t' *' , 

^ — ~ x* + iL*+ 2Xftcosr' ~ tg7 ~ ^ • 

Es ist also gleichgiltig, ob man zur Berechnung des Wertes der Constanten 
p die eine oder die andere Schar von Erzeugenden benutzt. Da man femer 
dasselbe von dem Winkel g> sagen kann, so ergiebt sich, dass die beiden 
von den Projectionen der Erzeugenden auf die bezüglichen Leitebenen um- 
hüllten Parabeln gleich sind. 

h) Verschiedene bemerkenswerte Flächen sind einer analogen Erzeugung 
fähig wie das hyperbolische Paraboloid. Errichtet man in einem längs 
einer festen Geraden beweglichen Punkte auf dieser eine Senkrechte derart, 
dass, während der Punkt um t fortrückt, die Senkrechte sich um einen 
Winkel r dreht, der an t durch die Relation (30) gebunden ist, so erzeugt, 
wie wir gesehen haben, die bewegliche Gerade ein gleichseitiges Paraboloid-, 
wenn man aber im ersten Gliede von (30) tg x durch x ersetzt, so erzengt 
die Gerade eine andere bemerkenswerte Fläche, welche man eine Schrauben- 
regelfläche mit Leitebene nennt. Wenn man sin 2t statt tg x oder x 
setzt, so heisst die erzeugte Fläche ein Gylindroid oder ein Plücker'sches 
Conoid und ist der Ort der Axen der linearen Compleze eines Büschels. 
Allgemeiner bezeichnet man als Conoid jede Fläche, die von einer Geraden 
erzeugt wird, welche sich parallel zu einer Ebene bewegt, indem sie sich 
auf eine feste Gerade stützt. 



§ 124. BegelfLfirOhen. 

Eine Regelfläche kann man betrachten (ygl. § 120) als eine einfach 
unendliche Reihe von Elementen^ deren jedes der zwischen zwei an- 
endUch benachbarten Erzeugenden g und g' enthaltene Flächenstreifen 
ist. Abwickelbar nennt man die Regelflächen mit ebenen Elementen, 
d. h. diejenigen, bei welchen man g und g' als in einer Ebene liegend 
betrachten kann, abgesehen von unendlich kleinen Grössen höherer Ord- 
nung: dies kann der Fall sein sei es, weil der Abstand dq der beiden 
Geraden inbezug auf ihren Winkel dO unendlich klein ist, sei es, weil 
beständig dO = ist, d. h. die Erzeugenden sämtlich parallel sind, in 
welchem Falle die Fläche ein Cylinder heisst. Der Punkt von g, 
welcher auf dem gemeinsamen Lot von g und g' liegt, bewegt sich 
gleichzeitig mit g', wenn man g' unter Festhaltung von g nach g hin- 
rücken lässt, und es kann vorkommen, dass er sich dabei einem festen 
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Punkte Q snf g nähert, wdchen man den Centralpunkt von 9 nennt. 
Der Ort der Centralpunkte haiBet die Röckkebrkante, wenn die 
Fläclie abwickelbar ist, and es ist im besondem klar, dass bei den 
Cylinderflächen die ßflckkehrkante ganz im Unendlicben liegt. Bei 
den andern Begelfläcben, die mui windschief nennt, heiest di^egen der 
Ort der Centralpnnkte die Strictionslinie. Nähert aich femer das 
VerhältniB v| einem Grenzwert p, wenn g' in die feste Lage g hin- 
räckt, 80 nennt man p den Yerteilnngsparameter ^ngs der Er- 
zeagenden g. Offenbar sind die einzigen R^elflächen, bei welchen anf 
allen Erzeagenden p = ist, die 
nicht cylindrischen abwickelbaren Flä- 
chen; bei den Cylinderflächen ist da- 
gegen p unendlich. Han ziehe nun 
durch einen Funkt M, der anf g fixiert 
ist, unendlich viele Curven, welche g' 
in M', M", . . . treffen. Wenn g' nach 
g binrückt, so werden die Geraden ^ 
MM', MM", ... zu Tangenten der 
genannten Curven im Punkte M, mit- 
hin liegen die Taugenten aller 
durch M hindurchgehenden Cur- 
Ten der Fläche im Punkte M Fig. t». 

in einer Ebene, welche die Tan- 
gentialebene in M heiast und die Grenzlage der durch den Punkt M 
und die Gerade g' bestimmten Ebene ist. Die Normale der F^he 
im Punkte M ist die in M auf der Tangentialebene errichtete Senk- 
rechte. Dies Torau^eschickt wollen wir bemerken, dass die Tangenten 
aller Gurven der Fläche Mngs der Erzeugenden 9 eine lineare Congruenz 
bilden, welche das Gxenzgebilde deijenigen ist, die aus den g und g' 
schneidenden Geraden besteht In der erwähnten Congruenz bilden also 
die zu g senkrechten Geraden ein hyperbolisches Paraboloid, mithin ist 
ihre Orientierung durch das Gesetz (30) bestimmt, wo auf Grund von 
(31) p gerade der VerteUungsparameter ist und t die Entfernung QM 
darstellt. £!ennt man also die Ebene, welche eine windschiefe Segel- 
fläche in einem Punkte Q der Strictionslinie berührt, so kennt man 
durch Vermittelung der Gleichung (30) auch die Tangentialebene in 
jedem andern Punkte M der durch Q hindurchgehenden Erzeugenden. 
Hierin liegt das von Ghasles entdeckte Verteilungsgesetz der 
Tangentialebenen. Entfernt sich der Punkt M, indem er g durch- 
läuft, in dem einen oder andern Sinne unendlich von Q, so stellt sich 
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die Tangentialebene immer genauer senkrecht zu ihrer Lage im Gentral- 
punkte. Ganz anders verhalten sich die abwickelbaren Flachen. In der 

That hat man^ wenn p null ist, r = ö* ; ^^^ ^^ Tangentialebenen längs 

g fallen in eine zusammen, und dies tritt o£fenbar auch bei den Gylinder- 
flächen ein. Also sind unter den Regelflächen die abwickelbaren 
Flächen durch den Umstand charakterisiert, dass die Tangen- 
tialebene in einem Punkte M die Fläche längs der ganzen 
Erzeugenden berührt, die durch M. hindurchgeht. Endlich be- 
merke man, dass man alle zu g senkrechten Tangenten nur um den 

Winkel f um ^ zu drehen braucht, um sie zu Normalen der Flache zu 

machen und auf diese Weise zu erkennen, dass die Normalen einer 
Regelfläche längs einer Erzeugenden ein hyperbolisches Para- 
boloid bilden: dasselbe reduciert sich auf eine Schar paralleler Ge- 
raden nur in dem Falle der abwickelbaren Flächen. 



§ 125. Fundamentalformeln. 

Der Verteilungsparameter einer Regelfläche, die auf das Fnndik 
mentaltrieder einer beliebigen Curve des Raumes bezogen ist, lässt sich 
leicht durch die Variationen der Goordinaten a, /}, y, 5, '^j % der Er- 
zeugenden ausdrücken. In der That, dividiert man (20) durch (17), so 
erhält man 

Wählt man die Gnrve unter denjenigen, die der Flache angehören, so 
sind I, ij, % beständig null, und die Formeln (7) geben 

*| == , dij =-= — yds , *6 = ßds . 
Man erhält also, wenn man Sq für pSd setzt, die (evidente) Gleichung 

Die Normale der Fläche im Centralpunkte steht senkrecht auf g und 
auf dem gemeinsamen Lot von g und g', welches der Richtung nach 
durch Cosinus' proportional 

ß8y — ytf/J, ySa — «tfy, (tdß — ß8a 

bestimmt ist. Ihre Richtungscosinus' sind also proportional einem 
Tripel von Grossen, deren erste 

{yda — aäy) y — (adß — ßda) /J = «a + | *Ö« 
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ist oder da, wenu man die unendlich kleinen Grössen höherer Ordnimg 
yemachlässigt. Man sieht also unter Beachtung yon (17), dass die 

Richtung der Centralnormale durch die Cosinus' J|, |J, |Z 

definiert ist. Wenn man nun beachtet, dass das Trieder, welches 
yon der durch M zur Gentrahiormale gezogenen Parallelen, der Tangente 
der Fundamentalcurye im Punkte M und dem in M auf g in der 
Tangentialebene errichteten Lot gebildet wird, längs der dritten Kante 
rechtwinklig ist, so findet man sofort die erste der Gleichungen 

(34) ff = yFf?sinr, ^ = ^^f? cos r ; 

die zweite gewinnt man, wenn man die erste Kante senkrecht zu g und 
g' richtet. *Nun wird die erste Gleichung mit Hilfe der zweiten 



(35) ^ = l5L±J:!*i8in.=.^^+^*8mrco8r. 

^ ■' ds p ds p 

Anderereeits findet man, wenn man wieder die Gleichung (33) schreibt, 

^ ds '^ ds p \ds/ p ' 

und gleichzeitig hat man 

ü^ß i 9y da /J* + y' 

p^ + y^ = — ^~d~ ^^ — — ~~^ ^ ®^^ ^ ^^^ ^ ' 

Also ist 

/o^\ ^ß / o ' \COBT Sy /« vCOST 

(^^) ^ = (— ycosr — ajSsinr) — , ^ = (j3cosr — ay sm r) — • 

Endlich braucht man nur 

1 cos* t 1 

r p -t 

zu setzen und die Resultate (35) und (36) in die Formeln (4) einzu- 
tragen, um die Bedingungen 



(37) 



^ = ^ + ^-^*sin2r, 
ds Q * 2p ' 

dß y aß , ^ 

ds t 2p ' 

^ — — - — ^ — ?^ «in 9r 



zu finden, welche notwendig und hinreichend sind, damit die 
Functionen a, /3, y die Bichtungscosinus' der Erzeugenden 
einer Begelfläche darstellen, bezogen auf das Fundamental- 
trieder einer auf der Fläche gezogenen Curye. 
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§ 126. 

Die Strictionslinie wird durch die Bedingung ^ = oder r = 
charakterisiert und auf Grund der ersten Gleichung (34) auch durch 
da = 0, d. h. 

^ = y . 

ds Q 

Aus dieser Gleicliung ersieht man^ dass a constant ist^ wenn y = ist^ 
und umgekehrt. Nun nennt man aber bekanntlich geodätische Linien 
einer Fläche die Curven, deren Hauptnormale in jedem Punkte die 
Normale der Fläche ist. Dies yorausgeschickt gestattet die letzte Be- 
merkung mit Bonnet den Satz aufzustellen: Wenn die Strictions- 
linie eine geodätische Linie ist, so trifft sie die Erzeugenden 
unter constantem Winkel; und umgekehrt ist die Strictions- 
linie einer Begelfläche, wenn sie die Erzeugenden unter con- 
stantem Winkel trifft, notwendig eine geodätische Linie der 
genannten Fläche. Ist femer gleichzeitig y = und a constant, so 
ist auch da => 0, mithin ist die Strictionslinie die einzige Linie, 
welche geodätischeLinie sein und gleichzeitig dieErzeugenden 
unter constantem Winkel treffen kann. Nimmt man diese Linie 
als Fundamentalcurye, so werden die Formeln (37) 

da y dß y dy aß 

ds Q * ds t- ' ds Q ^ 

und drücken aus, dass die Richtung (a, ß, y) unyeranderlich ist inbe- 
zug auf eine andere Curye, welche dieselbe Flexion wie die Strictions- 
linie und eine Torsion gleich — hat. Mit andern Worten: Wenn die 

genannte Curye tordiert wird (mittels unendlich kleiner successiver 
Drehimgen der osculierenden Ebenen um die Tangenten) derart, dass die 

Torsion yom Werte — zu — übergeht, während die Flexion und der 

Bogen ungeändert bleiben, so werden die Erzeugenden, wenn sie an 
der Bewegung teilnehmen, indem sie mit den bezüglichen Triedem fest 
verbunden bleiben, schliesslich parallel sein, d. h. die Fläche wird sich 
in einen Cylinder transformieren. 

§ 127. Abwickelbare Flächen. 
Für die abwickelbaren Flächen werden die Formeln (37) 

rqft^ ^ _ z 4- P' + y* ^ 1 ^ ^ _^_£. ^ 

^^^^ ds~ q'^ t ^ ds r t ' ds~ q r t ' 

Sollen dieselben aber bestehen bleiben, wenn t nach Null abnimmt, 
d. h. (abgesehen von den Cylindem) wenn die Rückkehrkante zur Fun- 
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damentalcuiTe wird, so ist notwendig, dass ß und y null sind. Also 
ist jede abwickelbare nicht 'cylindrische Fläche der Ort der 
Tangenten einer gewundenen Curve. Um uns hiervon in directerer 
Weise Rechenschaft zu geben, wollen wir zunächst bemerken, dass die 
Entfernung dq, wenn sie nicht unendlich klein wird wie d0, es min- 
destens so wird wie dO\ Wählt man in der That als unabhängige 
Veränderliche und schreibt wieder die Formel (20), indem man sich 
daran erinnert, dass 

ist, so erhält man 

äqdd = (l + Id + jd')2dadl^ - ^2d'adn + • • • 

und sieht sofort, dass die rechte Seite, wo bereits die unendlich kleinen 
Gbrössen von einer höheren Ordnung als der vierten yemachlässigt 
worden sind, gerade zum mindesten von dieser Ordnung ist, wenn sie 
nicht von der zweiten ist. Dies bedeutet, dass dq von der dritten 
Ordnimg ist, wenn es nicht von der ersten ist. Legt man nun durch g 
eine Ebene parallel zu g', so ist klar, dass die Entfernung des Central- 
punktes Q' auf g' von der genannten Ebene ebenfalls mindestens von 
der dritten Ordnung unendlich klein ist, mithin ist (§ 120) die so con- 
struierte Ebene gerade diejenige, welche im Punkte Q die Rückkehr- 
kante osculiert. Um femer zu beweisen, dass g die Tangente derselben 
ist, genügt es, zu zeigen, dass die Projection des Punktes Q' auf die 
osculierende. Ebene eine Entfernung von g hat, die unendlich klein von 
einer höheren Ordnung ist, und da diese Entfernung gleich dem Product 
von QQ' mit einem unendlich kleinen Winkel ist, so ist der Satz be- 
wiesen. Nunmehr ist klar, dass die Tangentialebenen einer ab- 
wickelbaren Fläche die osculierenden Ebenen der Rückkehr- 
kante sind. 

§ 128. 

Es ist femer wichtig, zu bemerken, dass jede einfach unendliche, 
continuierliche Schar von Ebenen P eine Curve osculiert, mithin mit dem 
Inbegriff der Tangentialebenen der abwickelbaren Fläche identisch ist, 
welche jene Curve zur Rückkehrkante hat Oder, wie man sich gewöhn- 
lich ausdrückt, jede einfach unendliche, continuierliche Schar 
von Ebenen wird von einer abwickelbaren Fläche eingehüllt. 
In der That! Wenn g die Grenzlage ist, welcher sich der Schnitt der 
Ebenen P und P' nähert, wenn die Ebene P' in die Ebene P übergeht, 
welche als fest gedacht wird, so ist der Ort der Geraden g eine 
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abwickelbare Regelfiäche^ da sie als einzige Tangentialebene läng» g die 
Ebene P znlässt. Um sich hiervon zu überzeugen, braucht man nur 
zu beachten, dass, wenn M ein beliebiger Punkt von g ist, die Ebene 
Mq in der Grenze mit P zusammenfällt; zu diesem Schlüsse gelangt 
man in strengerer Weise mit Hilfe der Rechnung. Man bemerke 
(ygl. § 16), dass man durch Differentiation der Gleichung yon P, wenn 
man ausdrückt, dass x^ y, z die Unbeweglichkeitsbedingungen (8) er- 
füllen, die Gleichung einer andern Ebene erhalten muss, die durch g 
hindurchgeht. Daraus folgt, wenn man die Fundamentalcurve auf der 
Fläche fixiert, dass die beiden Gleichungen von dem absoluten Gliede 
frei sein müssen, und, damit dies eintrete, muss in der ersten auch das 
Glied mit x fehlen. Also enthält die Ebene P die Tangente, mithin 
fällt sie mit der Tangentialebene in dem betrachteten Punkte zusammen. 



§ 129. 

Bei der Untersuchung der gewundenen Curven sind von Wichtig- 
keit die von den Seitenflächen des Fundamentaltrieders um- 
hüllten Flächen: 

a) Wir haben bereits gesehen, dass die osculierenden Ebenen die- 
jenige Fläche umhüllen, welche die Curve als Rückkehrkante besitzt. 
Man überzeugt sich davon durch eine leichte Rechnung. Durch Differen- 
tiation der Gleichung des osculierenden Ebene (^ = 0) erhält man nämlich 
z=Oy femer durch nochmalige Differentiation a;=0, d. h. die Erzeugende 
ist die Tangente der Curve, und die Rückkehrkante ist die Curve selbst. 

b) Nach der Definition der Polaraxe (§ 117) müssen die Normal- 
ebenen gerade die von dieser Geraden erzeugte Fläche umhüllen: diese 
Fläche bezeichnet man als die Polardeveloppable. Die Differentia- 
tion der Gleichung der Normalebene {x = 0) giebt z =^ q^ mithin trifft 
die Polaraxe die Hauptnormale in dem Punkte (Erümmungscentrum), 
der die Entfernung q von M hat. 

c) Endlich nennt man die Enveloppe der rectificierenden Ebenen 
die rectificierende Developpable, da auf dieser Fläche die Curve 
notwendig eine geodätische Linie ist, und da wir andererseits beweisen 
werden, dass die geodätischen Linien einer Fläche auf dieser den kür- 
zesten Weg zwischen zwei beliebigen, nicht zu weit voneinander ent- 
fernten Punkten der genannten Fläche angeben. Daraus folgt, dass, 
wenn man die Fläche in der am Ende des § 126 angegebenen Weise 
verbiegt, imi sie auf eine Ebene auszubreiten, die Curve sich in eine 
Gerade verwandelt, da sie in der Ebene immer noch den kürzesten Weg 
zwischen zwei Punkten angeben muss. Wir werden sofort einen ein- 
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fachen Beweis dieser Thatsache durch Rechnung ableiten. Durch Diffe- 
rentiation der Gleichung der rectificierenden Ebene (e = 0) ergiebt sich 
unmittelbar, dass die Neigung b der Erzeugenden der rectificierenden 
Developpablen gegen die Tangente der Gurre durch die Formel 

(39) ige ^ 

bestimmt ist. Wendet man auf die Bichtungscosinus' {a = cos s, 
/3 SS sin €, y ^=0) dieser Erzeugenden die Formeln (4) an, so erhält man 

dtt . ds Sß de Sy cos e , sin £ ^ 

j- = — sm £ j- , -r- = cos Sj-. -r- = = , 

ds ds' ds ds ds q * r ' 

mithin 8a^-^8ß^-\'8y^ = d6\ Also ist der Winkel zwischen zwei 
unendlich benachbarten rectificierenden Erzeugenden ds. Dies 
Yorausgeschickt denken wir uns, man lasse um die Erzeugende g die 
rectificierende Ebene g'^' sich drehen, bis sie mit der vorhergehenden 
Ebene qx zusammenfällt. Dann ist klar, dass die Tangente in M' mit 
der Tangente in M zur Deckung kommt, d. h. dass zwei beliebige auf- 
einanderfolgende Elemente (§ 120) in eine gerade Linie fallen. 

d) An dieser Stelle ist es nützlich, die folgenden Betrachtungen 
hinzuzufügen. Nimmt man von drei im Sinne des § 120 aufeinander- 
folgenden Erzeugenden g, g', q'' einer beliebigen abwickelbaren Fläche 
an, g" drehe sich um g^ bis sie sich in einer Ebene mit g und 
g' befindet, so bewegt sich der Punkt M' nicht und der Winkel (g', g") 
bleibt ungeändert. Daraus folgt, dass die Rückkehrkante, während sie 
eben wird, die Flexion in jedem Punkte unverändert -bewahrt. Man 
kann also jeder Gurve des Baimies Punkt für Punkt eine ebene Curve 
entsprechen lassen derart, dass zwei beliebige entsprechende Bogen gleich 
sind und die Flexion in zwei entsprechenden Punkten dieselbe ist Es 
genügt hierzu, die Developpable der Tangenten auf eine Ebene auszu- 
breiten. Es ist femer klar, dass man die natürliche Gleichung der 
ebenen Curve, in die sich auf diese Weise eine beliebige Curve ver- 
wandelt, durch Elimination der Torsion aus den natürlichen Gleichungen 
der gewundenen Gurve erhalt. Jede andere durch die betrachtete Gurve 
gelegte Developpable kann man auf eine Ebene ausbreiten. Dabei wird 
die Torsion zerstört, gleichzeitig aber auch die Flexion der Curve 
geändert. Giebt es eine Developpable von der Beschaffenheit, dass 
ihre Ausbreitimg auf eine Ebene auch die Flexion der Curve vollständig 
zerstört, d. h. die Curve in eine Gerade verwandelt? Eine solche 
Fläche existiert immer, und zwar ist sie nach dem oben gesagten ge- 
rade diejenige, welche wir als die rectificierende Developpable be- 
zeichnet haben. 
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§ 130. 

Es ist leicht^ ansgehend yon einer beliebigen Gurve einer abwickel- 
baren Fläche^ die Rückkehrkante zu bestimmen. Dieselbe wird 
erzeugt von dem Punkte ( — ta^ — tß^ — ty), und in der That liefert 
die Anwendung der Formeln (3) auf diese Goordinaten unter Berück- 
sichtigung von (38) 

9x ^ ^y , Q *^ . dt 

da ' ds ' ^ ds ' '^ ds' 

Auf diese Weise sehen wir überdies, dass der Bogen der Rückkehrkante 

s' = fads — t 

ist, und dass dieselbe sich auf einen Punkt reduciert, wenn t=fads ist: 

dies ist also eine Gleichung, welche die Kegelflächen charakterisiert. 
Im besondem wird, wenn a=0 ist, t constant, mithin sind die orthogonalen 
Trajectorien der Erzeugenden eines Kegels sphärische Curven. Wenn 
femer, während man et = hat, t = Const. ist, so ist die Bedingung 

t=^Jads erfüllt, mithin ist die Fläche notwendig eine Kegelfläche. Im 

allgemeinen Falle liefern die Formeln (4), wenn man die Formeln (38) 
in Betracht zieht, 

(MW J« _ P' + y' ?£__?^ ^ ?y 

^^^ d8~ t ' d8~ t ' d8~ t 

und lassen so die Richtung der Hauptnormale erkennen. Daraus folgt, 
dass die Richtungscosinus' a, &, c der Binormale proportional zu 0,/, — ß 
sind; femer findet man unter nochmaliger Anwendung der Formeln 
(4) und (38) 

/AH\ 9a dh de ßt 

Nunmehr genügt es, die Formeln (40) und (41) zu quadrieren und zu 
addieren, um die Krümmungsradien der Rückkehrkante zu erhalten: 

/>io\ ' * /dt \ f ß* + 7* /dt \ 



§ 131. Bvoluten und Evolventen. 

Wenn (vgl. § 20) die Tangenten einer Curve Normalen einer andern 
Gurve sind, so nennt man die erste eine Evolute der zweiten, und 
diese heisst eine Evolvente der ersten. Mit andern Worten: Die 
orthogonalen Trajectorien der Erzeugenden einer beliebigen abwickel- 
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baren Flache sind die Evolyenten der Rückkehrkante. Wählen wir als 
Fundamentalcorve eine dieser Trajectorien. Da die ßichtungscosinus' 
(a = 0, ß = sin ^, y = cos ^) der Erzeugenden den Bedingungen (38) 
genügen müssen, so hat man 

(43) —teo8t = (f, ^ = J' 

Die zweite Gleichimg bleibt bestehen, wenn man zn ^ eine beliebige 
Constante hinzufügt. Daraus folgt: Wenn die Erzeugenden einer 
abwickelbaren Fläche sich um denselben Winkel um eine ihrer 
orthogonalen Trajectorien drehen, so hören sie nicht auf eine 
abwickelbare Fläche zu bilden. Die erste Gleichung sagt uns da- 
gegen, dass die ^-Coordinate des Punktes der Rückkehrkante gleich q 
ist, d. h. (§ 129, b) dass der genannte Punkt auf der Polaraxe liegt. 
Die Rückkehrkante selbst gehört also der Polardeveloppablen an. Also 
liegen die unendlich yielen Evoluten einer Curve sämtlich 
auf der Polardeveloppablen. Bemerkt man überdies, dass auf Grund 
der Formeln (40) im vorliegenden Falle dß und 8y null sind, so er- 
kennt man sofort, dass die rectificierende Ebene der Evolute mit der 
Normalebene der Evolvente zusammenfällt. Daraus folgt, dass, wenn 
diePolardeveloppable einer Curve auf eine Ebene ausgebreitet 
wird, alle Evoluten der Curve geradlinig werden. Endlich sind 
die Krümmungen der Evoluten durch die Formeln (42) gegeben; und 
wenn man die Formeln (43) berücksichtigt, so findet man 

(44) s'=-?-, n' = _±--^-£-, r'= ^ ^ 

^ * Ana 4fi ' ^ nna «f« n.o ni\a ah f 



COS 'tf) ' ^ COS 1^ ds COS ^ ' sin ip da cos 'ip 

Wenn man p, r und infolgedessen ^ als Functionen von s kennt, so 
genügt es, s aus den vorstehenden Gleichungen zu eliminieren, um die 
natürlichen Gleichungen einer beliebigen Evolute zu finden. Für ^ = 
gelangt man zu den Formeln für die ebenen Curven zurück. Auch 
bei einer gewundenen Curve kann man auf Grund der Gleichung — ^ == s' 
die Evolventen als beschrieben betrachten von den Punkten eines bieg- 
samen und unausdehnbaren Fadens, der anfangs auf die Curve au%e- 
wickelt ist, und der dann nach und nach abgewickelt wird, indem man 
ihn immer gespannt halt. So ist es leicht, sich folgendes klar zu 
machen, was sich aus der ersten Formel (43) ergiebt, wenn man be- 
merkt, dass Q mit t verschwindet: Die Rückkehrkante einer ab- 
wickelbaren Fläche ist der Ort der Rückkehrpunkte der ortho- 
gonalen Trajectorien der Erzeugenden. 
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§ 132. Oentralaxe. 

Man nennt so das gemeinsame Lot von zwei unendlich benachbarten 
Hanptnormalen. Diese Gerade ist^ da sie parallel zu zwei unendlich 
benachbarten rectificierenden Ebenen ist; parallel zu der rectificierenden 
Erzeugenden^ mithin sind ihre Coordinaten^ wenn h ihre Entfernung 
vom Punkte M der Gurre bedeutet^ 

(45) a^=^G08€, /3 — sin«, y = 0, | = — Asin£, 7i = hcosB^ 5 = 0. 

^ ist gegeben durch die Formel (39) und h bestimmt man^ indem man 
ausdrückt; dass die betrachtete Gerade und die Hauptnormale im Punkte 
M\ der zu M unendlich benachbart ist; sich schneiden. Wenn man 
Yon der einen zu der andern Normale übergeht, so erleiden die Coor- 
dinaten nach den Formeln (4) und (7) Variationen; die proportional 

zu — , — , 0, 0, 1, sind. Also ist die Schnittbedingung 

14.14.5 = dh i_^ = i 

xmd endlich unter Berücksichtigung von (39) 

1. ^ Q^^ 



(46) 



p«+r« 



Also trifft die Centralaxe die Hauptnormale zwischen dem Punkte M 
und dem Erümmungscentrum; indem sie die von diesen Punkten be- 
grenzte gerade Strecke in dem Verhältnis von sin^ s zu cos^ s . teilt. 
Wendet man auf die Goordinaten der Centralaxe die Formeln (4) und 
(7) aU; so findet man sofort mit Hilfe der Formeln (17) und (20) 

(47) 86 = da, 8q = dh, 

mithin ist -^ der Verteilungsparameter der von der Centralaxe er- 
zeugten Fläche. Diese Gerade tritt bei verschiedenen interessanten 
Fragen auf. So z. B. ist; wenn man die Bewegung des Fundamental- 
trieders längs der Curve betrachtet; die Centralaxe in dem mit dem 
Trieder fest verbundenen Baume der augenblickliche Ort der 
Punkte; welche sich langsamer bewegen als alle andern. In 
der That lässt sich die Verschiebimg ds' eines mit dem Fundamental- 
trieder fest verbimdenen Punktes sofort aus den Formeln (3) ableiten, 
indem man sie quadriert und addiert und darin x, y, e als constant 
annimmt: 

^7 - (f - ')'+ :> + c + ?)' ■ 
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Setzt man die partiellen Ableitungen der rechten Seite nach x, y^ z 
gleich Null; so erhält man 

d. h. y = 0? tg fi^ B^^hy wo h und s die Bedeutung (46) bezw. (39) haben ; 
femer sieht man^ dass auf der so gefundenen Geraden ds' »» cos e.ds 
ist. Die oben erwähnte Eigenschaft der Centralaxe wird klar durch 
die Bemerkung^ dass die Normalen der Bahncurven aller mit dem 
Fundamentaltrieder fest verbundenen Punkte einen linearen 
Complex bilden, dessen Axe die Centralaxe der Bahncurve 
des Anfangspunktes ist und offenbar auch die Centralaxe aller 
andern Bahncurven. In der That, wenn die Richtung (a, ß, y) die 
einer Normale der Bahncurve des Punktes {Xj y, z) in diesem Punkte 
ist, so wird die Orthogonalitätsbedingung a8x -^^ ßdy -{- ySz »s in- 
folge von (3) 

'^(^-i)-ß7 + y(l + fj-0, d.h. i-J + . = 0: 

dies ist (§ 123, c) die Gleichimg eines linearen Complexes, in welchem 
man auf Ghiind von (26) jp »» — h cot s hat. p ist also, wie aus (33) 
hervorgeht, der Verteilungsparameter auf der Fläche der Hauptnormalen ; 
femer gewinnt man aus den Formebi (23) und (25) für die Coordinaten 
der Axe gerade die Werte (45). Da man übrigens die Fundamental- 
curve beliebig unter den Bahncurven der Punkte eines starren Systems 
wählen kann, so ist klar, dass die gefundene Gerade die Centralaxe 
jeder andern Bahncurve ist. Daraus folgt, dass die Hauptnormalen 
aller Bahncurven die Geraden sind, welche die Centralaxe 
senkrecht treffen. Man kann femer ebenso leicht die Tangenten, 
die Binormalen und die Krümmungsradien construieren, nachdem man 
bemerkt hat, dass hcots für alle Bahncurven einen einzigen Wert hat. 
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Zehntes Kapitel. 
Bemerkenswerte gewundene Cnryen. 



§ 133. SpMrisohe Onxven. 

Bei einer auf einer Engel gezogenen Curve liegen alle Punkte in 
constanter Entfernung R von einem Punkte 0, dem Mittelpunkt der 
Kugel. Die Coordinaten dieses Punktes inbezug auf das Fundamental- 
trieder der betrachteten Gurre sind also drei Functionen Xy y^ Zj die 
beständig an die Relation 

(1) iP« + y« + 0« = Ä« 

gebunden sind und den Bedingungen (8) des vorigen Kapitels genügen. 
Eine erste Differentiation von (1) liefert x = 0. Also gehen die 
Normalebenen aller auf einer Kugel gezogenen Gurven durch 
den Mittelpunkt. Die Differentiation von a; = liefert z=^q. Also 
erhält man das Krümmungscentrum in einem beliebigen Punkte 
einer sphärischen Gurve^ indem man den Mittelpunkt der Kugel 
auf die osculierende Ebene projiciert. Differentiiert man endlich 
noch = Qy so findet man den Wert von y und sieht ^ dass die Goor- 
dinaten des Mittelpunktes der Kugel 

(2) x = 0, y = -r^^, » = 9 
sind. Setzt man sie in (1) ein^ so erhalt man 

Diese Gleichung charakterisiert die auf einer Kugel vom Radius 
22 gezogenen Gurven. In der That findet man^ wenn man die For- 
meln (3) des vorigen Kapitels auf die Goordinaten (2) anwendet, 

» S-o. 'I—lHfyi)]' r.-0' 

und die Differentiation von (3) giebt dy = 0, Wenn also die Be- 
dingung (3) erfüllt ist, so existiert ein fester Punkt 0, dessen Ent- 
fernung von den Punkten der Gurve beständig gleich R ist, d. h. die 
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Curve gehört einer Engel vom Badins R mit dem Mittelpnnkt an. 
Jetzt können wir hinzufügen^ dass die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür^ dass die Curye sphärisch ist, sich in 

(5) f + Ä(»-'^)-0 

ausdrückt. 

§ 134. 

Bei einer beliebigen Curve giebt es immer in jedem Punkte M 
eine sphärische Curve, welche dasselbe Fundamentaltrieder und Krüm- 
mungen gleich denen der betrachteten Curve hat. Die zweite Curve 
gehört notwendig der Kugel an, welche den durch die Gleichung (3) 
gegebenen Radius R und ihren Mittelpunkt in dem durch die Coordi- 
naten (2) definierten Punkte hat. Diese Kugel heisst die osculie- 
rende Kugel der ersten Curve im Punkte M. Die Tangente der 
Curve (0) in ist sofort bestimmt durch die Formeln (4): sie ist 
parallel zur Binormale von (üf), und wenn man ihre Richtung als ent- 
gegengesetzt annimmt^ so hat man 

» % - '7 + f.(''i) ■ 

Offenbar ist die in Rede stehende Tangente die Polaraxe von (M). 
Mit andern Worten: Der Ort der Mittelpunkte der osculierenden 
Kugeln ist die Rückkehrkante der Polardeveloppablen. Es 
sind also keine andern Rechnungen nötig, um sofort zu sehen, dass die 
Binormale von (0) parallel ist zur Tangente von (Jf), und dass folglich 
die Hauptnormalen beider Curven parallel sind: wir werden sie 
ab entgegengesetzt gerichtet annehmen. Ausserdem hat man offenbar 

(7) 1:=.!::^^. 

^ ^ r Q da 

Inzwischen bemerke man, dass die Coordinaten von M in der osculie- 
renden Ebene von (0) x = — ^'T'> V "^ 9 ®^^ Tragt man sie in (6) 
ein, so erhalt man ds'^^^ — ds — dx\ mithin ist 

dx /y d«'\ ds y - dy x da x 

5?*~ V7 ~J8}dF~V~ ' d7 73?" y 

Daraus folgt, dass man den Punkt M als fest in der osculierenden 
Ebene von (0) betrachten kann. Dies wird übrigens evident durch 
die Bemerkung, dass, wenn M in die aufeinanderfolgenden Lagen 
M\ u. s. w. in dem oben (§ 120) angegebenen Sinne übergeht, die 
Normalebene von (Jf) sich um dreht. Mit andern Worten: Die 

12* 
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Normalebenen der Elemente MM\ M!M'\ M"M'" schneiden sich in 0. 
Auf diese Weise wird eine Thatsache anschaulich klar^ f&r die die 
Rechnung einen yollkonimen strengen Beweis liefert^ dass nämlich die 
osculierende Eugel in M die Grenzlage der Eugel ist, welche durch M 
und durch drei andere Punkte der Gurve hindurchgeht, wenn diese nach 
M hinrücken. 



§ 135. Cylindrisohe Sohraubenlinien. 

Cylindrische Schraubenlinien heissen die Curven, welche 
unter constantem Winkel die Erzeugenden einer Cylinderfläche treffen. 
Es ist klar, dass diese Curven die geodätischen Linien (§§ 126; 129, c) 
einer solchen Fläche sind, da sie sich in Geraden verwandeln, wenn 
man die Fläche auf die Ebene ausbreitet. Sind a,ß,y die Richtungs- 
cosinus' der Erzeugenden, so müssen die Invariabilitätsbedingongen 
(§ 121) für constantes a erfüllt sein, mithin hat man notwendig y^^Oy 

h = 0, so dass man a = cos « , /3 = sin £ setzen kann, wo € die 

gewöhnliche Bedeutung (§ 129, c) hat. Es ist mit andern Worten, wie 
wir vorausgesehen hatten, der Cjlinder selbst die rectificierende Fläche. 
Dabei ist s constant. umgekehrt werden, wenn s constant ist, die 
Invariabilitätsbedingungen "von den Cosinus' a = cos £, /3 »= sin £, y = 
erfüllt, mithin ist die Curve auf einem Cylinder gezogen und trifft 
seine Erzeugenden unter constantem Winkel e: sie ist eine cylindrische 
Schraubenlinie. Soll also eine Curve eine cylindrische Schrauben- 
linie sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass das 
Verhältnis ihrer Krümmungen constant ist. 

§ 136. Theorem von Puisenx. 

Unter den cylindrischen Schraubenlinien ist die einfachste die 
circulare Schraubenlinie, d. h. diejenige, welche auf einem Kreis- 
cylinder gezogen ist, deren sämtliche Punkte also gleich weit von einer 
Geraden (der Axe des Cylinders) entfernt sind. Offenbar trifft jede 
Normale der Fläche die Axe unter rechtem Winkel, mithin gilt das- 
selbe von den Hauptnormalen der Curve, da diese eine geodätische 
Linie ist. Also fallen mit der Axe des Cylinders, die die gemeinsame 
Senkrechte aller Hauptnormalen ist, alle Centralaxen (§ 132) zusammen. 
Daraus folgt, dass die Entfernung h constant sein muss; femer liefern 
die Formeln (39) und (46) des vorigen Kapitels 



r = 



cos' s' sin e cos s 



§ 135. Cylindr. Schraubenlinien. § 136. Theorem v. Puiseux. § 137. Schrauben!, etc. 181 

und zeigen^ dass anch q und r constant sind. Umgekehrt gilt^ wenn 
Q und r constant sind^ dasselbe von e und h, mithin hat man (§ 132) 
S0 = 0, dg = 0. Die erste Gleichung lehrt, dass die Gentralaxe be- 
ständig parallel mit sich selbst bleibt; die zweite zeigt dagegen, dass 
die Centralaxe sich nicht seitlich verschiebt. Sie kann also nur längs 
einer im Räume festen Geraden gleiten, mithin bewegt sich der Punkt 
Mf der in der constanten Entfernung h von dieser Geraden bleibt, auf 
einem Ereiscylinder, indem er eine Curve beschreibt, die die Erzeugenden 
unter constantem Winkel £ trifft. Soll also eine Curve eine circulare 
Schraubenlinie sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, 
dass ihre Krümmungen constant sind. 

§ 137. Sohraubenlinien und geodätisohe Linien der Kegelfläohen. 

Gonische Schraubenlinien nennt man die Gurren, welche die 
Erzeugenden eines Kegels unter constantem Winkel treffen. Sie sind 
niemals die geodätischen Linien einer solchen Fläche, da sie sich beim 
Ausbreiten der Kegelfläche auf die Ebene nicht in Geraden, sondern 
vielmehr in logarithmische Spiralen (§ 11, c) verwandeln. In den Be- 
dingungen (38) des vorigen Kapitels wollen wir annehmen, a sei con- 
stant und von Null verschieden, indem wir so einen bereits betrachteten 
Fall (§ 130) ausschliessen. Alsdann muss t = as sein; mithin werden, 

nachdem man ß = yi — a* sin ^ , y = ]/l — a* cos ^ gesetzt hat, 
die genannten Bedingungen 

/o\ . l/l — a* Q 1 dib , tg ib 

Ist eine beliebige ebene Curve gegeben, so kann man immer, ohne ihre 

Flexion zu ändern, ihre Torsion so einrichten, dass sie eine conische 

Schraubenlinie wird: die erste Gleichung (8) dient dazu, die Function ^ 

zu berechnen; setzt man diese dann in die zweite Gleichung ein, so 

kann man die Torsion bestimmen, welche man der Curve in jedem 

Punkte geben muss, damit sie unter constantem Winkel die Erzeugenden 

eines Kegels trifft, dessen Scheitel die Coordinaten — ta, — tßy — ty 

hat. Was nun die geodätischen Linien anbetrifft, so muss man bei 

ihnen in den oben genannten Bedingungen (38) a « cos £, j3 = sin £, 

y = setzen; man erhalt auf diese Weise die zweite der folgenden 

Gleichungen: 

/n\ dt de sin s 

(9) 5i = *^<>«*' 3-, r- 

Bekanntlich ist (§ 130) die erste diejenige, welche die Kegelflächen 
charakterisiert. Man leitet daraus der Reihe nach ab 
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i ' tg e ^ sin c ' 

mithin haben die osculierenden Ebenen jeder geodätischen 
Linie eines Kegels gleichen Abstand yon dem Scheitel. Trägt 
man das letzte Resultat in die zweite der Gleichungen (9) ein und 
integriert^ so erhalt man sr = a^ , Also variiert bei den geodä- 
tischen Linien der Kegelflächen die Torsion wie das Product 
der Flexion mit dem Bogen. Diese von Enneper angegebene 
Eigenschaft kommt andern Curven nicht zu. Wenn man sie nämlich als 
erfüllt annimmt^ so yerificiert man sofort mit Hilfe der bekannten 
ünbeweglichkeitsbedingungen, dass der Punkt ( — 5, a, 0) im Räume 
fest isty d. h. dass die rectificierende Ebtoe einen Kegel umhüllt. 

§ 138. Windschiefe Kreise. 

Ein windschiefer Kreis ist die Curve^ welche man erhält, indem 
man einen ebenen Kreis tordiert, ohne seine Flexion zu ändern, so dass 
eine ihrer natürlichen Gleichungen immer ff =» Const. ist. unter dieser 
Voraussetzung liefert die Formel (3) jR = (>, mithin sind die oscu- 
lierenden Kugeln eines windschiefen Kreises alle unterein- 
ander gleich. Diese Eigenschaft kommt andern Curven nicht zu. 
In der That liefert die Differentiation der Formel (3) 

^'di'^V'f+dsVTsJyTs' 

Daraus folgt, dass, wenn 12 constant ist und nicht die Bedingung (5) 
erfüllt ist, in welchem Falle alle Kugeln in eine zusanmienfallen würden, 
notwendig auch q constant ist. Überdies liefern die Formebi (6) und (7) 



/ = JB J^ 



Also ist, wie Bouquet gefunden hat, der Ort der Krümmungs- 
centra eines windschiefen Kreises ein zweiter windschiefer 
Kreis, welcher dieselbe Flexion und eine Torsion hat, die im umge- 
kehrten Verhältnis der Torsion des ersten Kreises variiert. 



§ 139. Übungsbeispiele. 

a) Bei welchen Curven haben die osculierenden Ebenen 
gleichen Abstand von einem festen Punkte? Die Coordinaten dieses 
Punktes inbezug auf das Fundamentaltrieder der unbekannten Curve müssen 
den ünbeweglichkeitsbedingungen (§ 120) 

dx z dy z dz x y 

de p ' de r ' ds p r 
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geoügen. Für y =^ a giebt die zweite Bedingung x; = 0, und dies genügt, 
um behaupten zu können, dass die Gunre geodätische Linie auf einer Eegel- 
fläche ist. Übrigens liefern die beiden andern Bedingungen x = — $j 

X =s — a — j woraus man die fEb* derartige geodätische Linien charakte- 
ristische (§ 137) natürliche Gleichung sr ^^^ ag entnimmt. 

b) Bei welchen Curven haben die Tangenten gleichen Ab- 
stand von einem festen Punkte? Die Coordinaten des festen Punktes 
müssen der Bedingung y^ -j^ e^ ^^ss a^ genügen, deren Differentiation vermöge 
der ünbeweglichkeitsbedingungen zu xz = führt. Die Annahme a; »» 
giebt die sphärischen Curven (§ 133), während man für 0=^0 die 
geodätischen Linien von Kegeln wiederfindet. 

c) um den geraden Schnitt des Gjlinders zu bestimmen, 
welchem eine gegebene Schraubenlinie angehört, bemerke man, 
dass in dem Trieder, welches von der Tangente der Schraubenlinie im 
Punkte Jtf, der durch M zu der unendlich benachbarten Tangente gezogenen 

Parallelen und der Erzeugenden des Gjlinders gebildet wird, der dem Winkel 

ds 

— der beiden Tangenten gegenüberliegende Diederwinkel gerade der analoge 

^ . da' 

Winkel —7- fEb* den gesuchten geraden Schnitt ist. Da nun der s gegen- 
überliegende Diederwinkel sich unendlich wenig von einem rechten Winkel 

unterscheidet, so hat man 

ds ds' . 
— = — r sm e, 

während offenbar ds' = ds ,sms ist. Daraus folgt s '= 5 sin f, q' = q sin*£. 
Durch die letzte Gleichung wird das Theorem von Puiseux zur Evidenz 
gebracht. 

d) Kann eine Schraubenlinie einer Kugel angehören? Soll 
dies der Fall sein, so muss die Bedingung (5) erfüllt werden, wenn man 
darin r = — g ig e mit consiantem e setzt. Auf diese Weise erhält man 
der Reihe nach 



d_ 
ds 



(g -^j = — cot* £ , 9* + 5* cot* s = Const. 



Also lassen sich (§ 8, d) die sphärischen Schraubenlinien durch blosse 
Torsion aus den Hjrpocycloiden , den Epicycloiden und der Gjcloide 

(£<— , £>-j, 6==s--| ableiten; dagegen ist der gerade Schnitt des 

Gjlinders, dem eine beliebige dieser Gurven angehört, immer eine Epi- 
cjcloi de, da seine natürliche Gleichung 9* + ^' ^^s' ^ ™ ^^°st. ist. Denkt 
man sich zwischen zwei concentrischen Kreiscjlindem mit den Radien a und 
a cos £ einen dritten Cjlinder, der auf dem zweiten rollt, indem er den 
ersten streift^ so wird jede seiner Erzeugenden auf einer beliebigen dem 
äusseren Cjlinder einbeschriebenen Kugel eine Schraubenlinie beschreiben, 
e) Giebt es cjlindrisch-conische Schraubenlinien, d. h. Gurven, 
welche zu gleicher Zeit Schraubenlinien auf einem Cjlinder und auf einem 
Kegel sind? Es müssen die Bedingungen (8) erfüllt sein, und gleichzeitig 
muss man haben r = — p tg e mit constantem e. Zunächst bemerke man, 
dass die Formeln (8) sich in folgender Weise schreiben lassen: 
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5 cos i(; = — Q j T- (5 sm i(;) = ' cot e . 

Integriert man die zweite und trägt das Besultat in die erste ein, so findet 
man, dass die cjlindrisch-conischen Schraubenlinien Krümmungs- 
radien haben, die dem Bogen proportional sind, wenn dieser von 
dem Scheitel des Kegels aus gerechnet wird, umgekehrt ist jede Curve, 
die durch die natürlichen Gleichungen q = ks^ r = k's dargestellt wird, 
eine cjlindrisch-conische Schraubenlinie, da offenbar, wenn man die Con- 
stanten i|;, e, a aus den Relationen 

k = — cot i(; cot € , k'= cot i(; , sin if; = cot B 

bestimmt, die zu Anfang angegebenen Bedingimgen erfüllt sind. Man kann 
hinzufügen, dass die Curve einem Kreiskegel angehört, da die in- 
variable Richtung (cos 6, sin 6, 0) der Erzeugenden des Cjlinders einen 
Constanten Winkel mit der Richtung (a, ß^ y) des Radiusvectors bildet. 
Die cylindrisch-conischen Schraubenlinien sind sozusagen die logarithmischen 
Spiralen des dreidimensionalen Raumes: sie besitzen die merkwürdige für 
die genannten Curven bereits (§ 18) angegebene Eigenschaft, ungeändert zu 
bleiben, wenn sie einer gleichförmigen Dilatation von einem beliebigen Punkte 
des Raumes aus unterworfen werden. 

f) Welches sind die Evolventen der cjlindrischen Schrauben- 
linien? Indem wir ims auf die Formeln des vorigen Kapitels beziehen, 
bemerken wir, dass, wenn in den Formeln (44) das YerluLltnis von q' zu 
r' als constant vorausgesetzt wird, tf; constant sein muss, und dann zeigt 
die zweite Formel (43), dass die Torsion der Evolvente null ist. Also 
sind die Evolventen der cjlindrischen Schraubenlinien ebene 
Curven. Verfährt man in umgekehrter Weise, so erkennt man leicht, dass 
es keine andern Evoluten ebener Curven giebt Erinnern wir uns überdies 
daran, dass die Binormale der Evolvente und die recüficierende Erzeugende 
der Evolute parallel sind, so sehen wir im Falle der Schraubenlinien sofort, 
dass die Ebenen der Evolventen senkrecht auf den Erzeugenden 
des Cylinders stehen. In dem besondem Falle der circularen Schrauben- 
linie liefern die Formeln (44) 

^di"^^ C08^i(; = — r sm if; cos t = ^Tjqj^ , 

d. h. Q^ =2as^ wenn man mit a den Radius des Cylinders bezeichnet. 
Also sind die Evolventen der circularen Schraubenlinien Kreis- 
evolventen. 

g) Eine der Evoluten einer sphärischen Curve reduciert sich offenbar 
auf den Mittelpunkt der Kugel; die andern lassen sich daraus ableiten, 
indem man die Radien der Kugel in den bezüglichen Normalebenen um den- 
selben Winkel um die Curve dreht. Wenn man insbesondere in den be- 
kannten Formeln (44) t(; in i\) — — verwandelt, wobei i(; den Winkel der 

Hauptnormale in M mit dem Radius OM bezeichnet, so dass ^ = i2costf; 
ist, so erhält man die Formeln 

s' = -R cot 1/; , ^' = — -^- (cot* !(;) , r' = J?*^ cot i(; , 
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welche die Rückkehrkante der längs der gegebenen Curve um 
die Engel gelegten Developpablen definieren. Da s'r' = Bq' ist, 
so sieht man (§ 137), dass die genannte Rückkehrkante geodätische Linie 
eines Kegels ist. Es ist dies eine evidente Eigenschaft, wenn man sich 
überlegt, dass die Polardeveloppable einer spb&rischen Gurve notwendig ein 
Kegel ist, dessen geodätische Linien (§ 131) gerade alle Evoluten der ge- 
gebenen Curve sind. 

h) Der Leser wird sich leicht selbst andere Aufgaben bilden, die ihm 
Stoff zur Übung in der Discussion der gewundenen Curven nach den Me- 
thoden der natürlichen Geometrie liefern. Will man z. B. wissen, welche 
unter den auf einer Kugel vom Radius B gezogenen Curven con- 
stante Torsion besitzen, so hat man sofort 

^ = J TT = -^ 7 ? = ^;« <^8^ 1 9^ = * log cot(J — 2^) , 

wenn man r=^a^ B = ka setzt. Man sieht ferner (§ 9), dass die 
ebene Transformierte (§ 129, d) aus Bogen von der Länge na m unend- 
licher Anzahl besteht, deren jeder sich asymptotisch um seine Endpunkte 
wickelt, die symmetrisch inbezug auf die Normale im Anfangspunkte liegen. 
Wenn man einen solchen Bogen ohne seine Flexion zu ändern tordiert, um 
ihn auf die Kugel zu legen, so bleiben die Enden asymptotische Punkte, 
und in der ümgebimg eines jeden von ihnen kann man die Curve als in 

der Tangentialebene gezeichnet ansehen f t/; »= — j • Im Anfangspunkte da- 
gegen osculiert die Curve einen grössten ICreis und durchsetzt ihn, da sich 
von einem Ende zum andern die osculierende Ebene immer in einem Sinne 
dreht. So kommt es, dass auf jeder der durch den genannten Kreis be- 
stimmten Halbkugeln ein asymptotischer Punkt liegt Projiciert man die 
Curve auf die Ebene des Kreises, so bewahrt sie die allgemeine Gestalt der 
ebenen Transformierten; dagegen gleicht ihre Projection auf die Tangential- 
ebene im Anfangspunkte der Bogen einer £[lothoide. Analoge Verhältnisse 
bieten sich bei denjenigen sphärischen Curven, für welche das Pro- 
duct der Krümmungen constant ist. Setzt man J? = Ä*a, ^r = aJ?, 
so findet man in der That, dass diese Curven durch die Gleichungen 






= i{e- + e «) 



dargestellt werden, die leicht zu discutieren sind. Der einzige erhebliche 
Unterschied gegenüber den vorigen Curven besteht darin, dass die zuletzt 
erhaltenen aus einem einzigen Bogen von unendlicher Länge bestehen, der 
aber auch wieder von zwei asymptotischen Pimkten begrenzt ist. 

i) Eine Reihe von Kugeln zu construieren, die ihre Mittel- 
punkte auf einer gegebenen Linie haben und so ausfallen, dass 
sie eine und dieselbe Curve osculieren. Dieses von Jamet gestellte 
Problem lässt sich leicht lösen, wenn man bemerkt, dass auf Grund einer 
bekannten Eigenschaft (§ 134) eine beliebige Linie sich auf einen 
Punkt reduciert, wenn man ihre Polardeveloppable auf die Ebene 
ausbreitet. Hiermit ist gemeint, dass, wenn die Normalebenen mittels 
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successiver Drehungen um die entsprechenden Polarazen zum Zusammenfallen 
in eine feste Ebene gelangen, die Punkte der Curve, wenn sie mit den 
genannten Ebenen fest verbunden sind, schliesslich in einen einzigen Punkt 
der festen Ebene zusanmienfallen. Um das Jamet'sche Problem zu lösen, 
muss man damit beginnen, die gegebene Curve (0) durch alleinige Änderung 
der Torsion in eine ebene Gurve (0') zu transformieren; darauf muss man 
eine Reihe von Kugeln construieren, die durch einen beliebigen Punkt M 
der Ebene von (0') hindurchgehen und ihre Mittelpunkte auf (0') haben. 
Es genügt jetzt, die Curve (0') zu tordieren, ohne ihre Flexion zu ändern, 
bis man ihr wieder die ursprüngliche Form (0) gegeben hat: die Kugeln, 
welche bei der Bewegung starr mit fortgeführt werden, werden nicht auf- 
hören eine und dieselbe Curve zu osculieren, nämlich den Ort der Lagen, 
welche M in den osculierenden Ebenen von (0) einnimmt. Demnach lässt 
sich jede Reihe von Kugeln zur Osculation mit unendlich vielen 
Curven bringen, indem man die Linie der Mittelpunkte geeignet 
deformiert, und zwar werden sich zwei beliebige Formen dieser Linie 
immer durch einfache Torsion auseinander ableiten lassen. 



§ 140. Bertrand'sohe Ourven. 

Man bezeichnet als Bertrand'sche Curve jede Linie^ deren Krüm- 
mungen durch eine lineare Relation 

(10) 7 + 7=1 

verbunden sind. Im besondem sind Betrand'sche Curven die windschiefen 
Ej'eise (b ^^ 0) und die Curven constanter Torsion (a = 0). Auch die 
Schraubenlinien kann man als Bertrand'sche Curven betrachten. Denn 
wenn man a und b unbegrenzt wachsen lässt derart, dass ihr Verhält- 
nis sich einem Grenzwert cot e nähert, so verwandelt sich die Gleichung 
(10) schliesslich in die charakteristische Gleichung der Schraubenlinien: 
r SS — (> tg £ . Die Bertrand'schen Curven sind durch folgende Eigen- 
schaft charakterisiert: ihre Hauptnormalen sind Hauptnormalen 
einer andern Curve. Auf der Hauptnormale einer beliebigen Curve 
(M) wählen wir den Punkt M^^ in der Entfernung a von M. Wenden 
wir die Fundamentalformeln auf die Coordinaten (0, 0, a) an, so er- 
giebt sich 

(11) 



dx ^ a 

ds Q ' 


üy <k 


8z da 


ds~ r ' 


ds ds 



Soll nun {M^ die Hauptnormalen von (Jf) senkrecht treffen, so muss 
dg rs= 0, d. h. a constant sein. Es seien a »> cos B^ ß =s sin 6, y = 
die Richtungscosinus' der Tangente von (M^) im Punkte M^, so dass 

(12) « _ £ cot ö = 1 

ist. Nach den Fundamentalformeln für Richtungen hat man 
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/^o\ *« • A^ö dß ^dß dy cos 6 , sind 

^ ^ de ds ' da ds ^ de p ' r ' 

und man sieht, dass auch 6 constant sein muss, damit die Hauptnormale 
von (M) in jedem Punkte mit derjenigen von (M^) zuisammenfalle. 
Nunmehr bemerke man, dass die Oleichung (12) eine Bertrand'sche 
Curve definiert, fttr die man 6 = — acotd hat. Es ist a priori klar, 
dasB auch (Jüf^) eine Bertrand'sche Curve ist, fQr welche a und b die- 
selben Werte haben müssen. Übrigens leitet man aus den Formeln 
(11) und (13) ab 

ds^^V^TZ ^L±^ = a — b-' 
ds »" . ' Pi P ' 

und da, wenn man die beiden Curven miteinander vertauscht, das Ver- 

* 

hältnis -^ den Wert i— -i — hat, so sieht man, dass rr^ = a' -f 6* 

sein muss, eine im Falle der windschiefen Kreise bereits erwähnte Eigen- 
schafi;. Man verificiert jetzt leicht, dass die Oleichimg (10) auch der 
Curve (Jfj) zukonmit. Die Correspondenz zwischen den beiden Curven 
wird illusorisch bei den Curven mit constanter Torsion, da für ein ver- 
schwindendes a die Curven (M) und (M^) zusammenfallen. Geht ferner 
eine der Curven in eine Schraubenlinie über, so rückt die andere ins 
unendliche. Endlich ist es nützlich, in dem allgemeinen Falle zu be- 
merken, dass die Fundamentaltrieder der beiden Curven starr 
miteinander verbunden sind. 

§ 141. 

Durch die obige Frage wird man naturgemäss zum Studium der 
von den Hauptnormalen einer Curve gebildeten Fläche geführt. Wählt 
man die Curve als Fundamentalcurve, so müssen die Formeln (37) des 
vorigen Kapitels durch a = /3 = 0, y=^l erfüllt werden, mithin hat man 

1 sin T cos T 1 cos* t 

if p ' r P ^ 

d. h. r = £ und p = — h cot £, wie bereits auf anderem Wege bemerkt 
worden ist (§ 132). Soll es auf der Fläche zwei Linien geben, welche 
die Erzeugenden zu Hauptnormalen haben, so muss jede von ihnen 
eine Bertrand'sche Curve sein, und es wird im allgemeinen keine dritte 
derartige Curve existieren können; wenn aber eine solche existiert, so wird 
es deren unendlich viele andere geben müssen, nämlich die sämtlichen 
circularen Schraubenlinien, die durch die unendlich vielen Paare von 
Constanten Werten q und r definiert werden, welche für ein gegebenes 
Wertepaar a, b der Gleichung (10) genügen. Eine der unendlich vielen 
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ScIuaiibenliTiien (q ^^ oo, r = h) redaciert sich auf eine Gerade^ die 
gemeinsame Axe der imendlich vielen Ereiscylinder; auf denen jene 
Schraubenlinien liegen^ und Sirictionslinie {t =» 0) der Flache. Nun 
bleibt, da der Yerteilungsparameter p den constanten Wert h hat, auch 
das Verhältnis 'zwischen dem Abstand und dem Winkel von zwei be- 
liebigen Erzeugenden bestandig gleich b. Also ist (§ 123^ h) die 
Fläche eine Schraubenfläche mit Leitebene. 



§ 142. 

Zu einer andern charakteristischen Eigenschaft der Bertrand'schen 
Gurren gelangt man^ wenn man untersucht, ob es vorkommen kann, 
dass eine mit dem Fundamentaltrieder einer Ourve fest ver- 
bundene Gerade Normale der Bahncurven ihrer Punkte bleibt. 
Offenbar muss eine solche Gerade dem Complex der Normalen an- 
gehören, den wir im letzten Paragraphen des vorigen Kapitels gefunden 
haben, mithin muss zwischen ihren Coordinaten die Relation 

(14) l_l + «_o 

bestehen. Wenn die Krümmungen variieren, und wenn gleichzeitig ihr 
Verhältnis variiert, wie es im allgemeinen der Fall ist, so kann man 
der Formel (14) nur genügen, indem man ^ = 0, S^^O, 1^ = nimmt. 
Diese Gleichungen stellen die Normalen der Curve dar und von 
den andern Senkrechten zur Tangente die, welche in der recti- 
ficierenden Ebene liegen. Ein erster Ausnahmefall bietet sich, 
wenn die Krümmungen zwar variieren, aber in constantem Verhältnis 
zueinander bleiben, in welchem Falle die Curve eine nicht circulare 
Schraubenlinie ist. Man genügt alsdann der Gleichung (14), indem 
man a «» 0, | cos € -|- ij sin £ »» setzt, mithin sind die Parallelen 
zur Normalebene, welche die Erzeugende treffen, die einzigen 
Geraden, welche der Forderung entsprechen. Wenn dagegen die Schrauben- 
linie eine circulare ist, so spaltet sich die Bedingung (14) nicht, und 
jede Gerade des Complexes der Normalen hat die angegebene 
Eigenschaft. Übrigens sind dies Unterfälle des einen Ausnahmefalles 
der Bertrand'schen Curven. In der That! Wenn zwischen den Krüm- 
mungen die Beziehung (10) besteht, so genügt man der Gleichung (14), 
indem man 

(15) 1 = — ba, iy=a=aa 

nimmt, und in keiner andern Weise. Von diesen Gleichungen stellt 
die zweite den Complex der Geraden dar, welche die durch Jf^ zur 
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Binormale Ton (Jf) gezogene Parallele g^ treffen; und die erste kann 
man durch die Gleichung 

(16) ai + bri^O 

ersetzen^ welche den Gomplex der Geraden darstellt, die sich auf die 
durch M zur Binormale Ton (M^) gezogene Parallele g stützen. Also 
bleiben von den mit dem Fundamentaltrieder einer Bertrand- 
schen Gurve fest verbundenen Geraden diejenigen, welche g 
und g^ treffen, senkrecht zu den Bahncurven aller ihrer Punkte. 
Im besondem sind bei jedem windschiefen Kreise die Geraden, welche 
der Forderung entsprechen, diejenigen, welche sich auf die Tan- 
gente und die Polaraxe stützen. Bei den nicht circularen Schrauben- 
linien liegt g^ im Unendlichen in der Normalebene und g ist die Er- 
zeugende des Gylinders. Dagegen lässt sich eine circulare Schrauben- 
linie auf unendlich viele Arten als eine Bertrand'sche Gurve betrachten, 
und die unendlich vielen Gongruenzen, welche man in dieser Weise 
erhalt, bilden gerade den ganzen Gomplex der Normalen. Endlich kann 
man im Falle der Gurven constanter Torsion nicht mehr die Gleichung 
(16) an Stelle einer der Gleichungen (15) setzen; diese werden ^ = 0, 
I SB — ra und -stellen nicht Geraden dar, welche sich auf zwei ver- 
schiedene Geraden stützen. Dies kommt daher, dass in dem betrach- 
teten Falle (-Sfi) mit (üf) zusammenfallt und die Geraden g und g^ in 
die Binormale übergehen derart, dass das Verhältnis ihres Winkels zu 
ihrem Abstand sich einem Grenzwert nähert, der die Torsion der Gurve 
misst. Die Geraden, welche der Forderung entsprechen, sind dann also 
die sämtlichen Tangenten einer gewissen windschiefen Regel- 
fläche längs der Binormale. 

§ 143. 

Die Bertrand'schen Curven sind ein ganz specieller Fall unter den 
durch eine natürliche Gleichimg 

(11) j^-i- — 4--^-» — 4-^ 

dargestellten Gurven. Diese bieten sich als Ausnahmecurven dar, wenn 
man untersucht, ob es unter den Flächen, welche von den mit 
dem Fundamentaltrieder fest verbundenen Geraden erzeugt 
werden, abwickelbare Flächen giebt. Man weiss aus dem vorigen 
Eitpitel, dass die (constanten) Coordinaten einer solchen Geraden der 
Bedingung 
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genügen müssen, welche gerade die Form (17) annimmt, wenn man von 
den Fundamentalformeln Gebrauch macht, vorausgesetzt, dass man setzt 

(lö) j: — 5 — c "p g~ ' 

Wenn zwischen den Krümmungen keine Relation von der Form (17) 
bestehl^ so müssen in der Formel (18) alle Zähler verschwinden, folg- 
lich die Bedingungen a = l, | = 0, tj = erfttllt sein, welche die 
in der rectificierenden Ebene zur Tangente gezogenen Paral- 
lelen definieren. Also sind dies im allgemeinen die einzigen Er- 
zeugenden abwickelbarer Flächen; dagegen kann es andere der- 
artige Geraden geben, wenn die Gurve der durch die Gleichung (17) 
definierten Klasse angehört. Thatsächlich erhält man, wenn die Go- 
efücienten der genannten Gleichung nicht sämtlich null sind, durch 
Elimination von | und r^ aus den Gleichungen (18) die Relationen 

(19) Äa' + Bß^+Caß = 0, P (ß^ + y«) = Qaß , 

aus denen man ersieht, dass vier andere Erzeugende abwickel- 
barer Flächen existieren können, die den Schnittlinien eines 
gewissen Kegels zweiten Grades mit einem Ebenenpaar parallel 
sind: der Kegel, dessen Scheitel auf der Gurve liegt, berührt längs der 
Tangente die osculierende Ebene und die Ebenen gehen durch die Haupt- 
normale. Jedoch bemerke man, dass, wenn Ä^ B, C null sind, die 
erste Gleichung (19) fortfielt, die Gleichung (17) eine Schraubenlinie 
darstellt und die Erzeugenden des Kegels alle der Forderung ent- 
sprechen, da man aus den Gleichungen (18) ausserdem | = 0, ij =» 
entnimmt. 

§ 144. 

Im Vorigen ist bei der Behauptung, dass die Gleichui^en (19) 
eine endliche Anzahl gemeinsamer Lösungen zulassen, stillschweigend 
vorausgesetzt, dass die rechte Seite von (17) kein algebraischer Teiler 
der linken ist. Im entgegengesetzten Falle reduciert sich die Gleichung 
auf die Form (10) und stellt eine Bertrand'sche Gurve dar. Da man 
alsdann P und Q beliebige, nur nicht gleichzeitig verschwindende Werte 
erteilen kann, so entsprechen auch bei diesen Gurven, wie bei den 
Schraubenlinien, unendlich viele andere Geraden der gestellten For- 
derung. Schreibt man die Gleichungen (19) in der Form 

(«« + 6^) (Pa + Ö/J) = , a(Pa+Qß) = P, 

so sieht man sofort, dass man ihnen in zwei ganz verschiedenen Weisen 
genügen kann, indem man nämlich den einen oder den anderen Factor 
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der linken Seite der ersten Oleichung gleich Null setzt. Wenn man 
den zweiten Factor gleich Noll setzt, so ist nach der zweiten Gleichung 
P = 0, mithin auch /S = . Femer ist 

Dies vorausgeschickt werden die Gleichungen (18) 

b a a 

Die Zähler sind nur dann alle null^ wenn es y und r^ sind: man findet 
dann die unendlich vielen Parallelen zur Tangente wieder^ welche 
in der rectificierenden Ebene gezogen sind. Im entgegengesetzten 
Falle definieren die letzten Gleichungen eine Congruenz, aus welcher 
die Bedingung ß=0 ein hyperbolisches Paraboloid W aussondert^ welches 
durch die Gleichungen 

ag + ^ = 0, t=-hy, /3 = 

dargestellt wird. Setzt man dagegen den Factor aa -\- bß gleich Null, 
so entnimmt man aus den Gleichungen (18) 

Für 7^ = erhalt man unendlich viele andere parallele Geraden^ 
die in einer zur rectificierenden Ebene parallelen Ebene liegen. 
Setzt man y nicht gleich Null^ so definieren die Gleichungen 

iy = aa , t^^—by, aa + 6/J = 

die Erzeugenden eines anderen Paraboloids W^ , welche parallel zu einer 
durch die Hauptnormale hindurchgehenden Ebene sind Es ist also 
für die Bertrand'schen Gurven charakteristisch das Vorhandensein 
von zwei mit dem Fundamentaltrieder fest verbundenen hyper- 
bolischen Paraboloiden von der Beschaffenheit^ dass die Er- 
zeugenden der einen Schar beständig tangential zu gewissen 
Gurven des Raumes bleiben. Die Schlussbemerkung des § 140 
klärt uns darüber auf^ warum wir bei der obigen Untersuchung zu 
zwei Paraboloiden und zu zwei Scharen von parallelen Geraden ge- 
langt sind: es ist in der That klar^ dass das Paraboloid dOf^ nur sozu- 
sagen das Paraboloid ^ für diejenige Bertrand'sche Gurve ist^ welche 
nach dem in § 140 gesagten dieselben Hauptnormalen wie die be- 
trachtete Gurve hat. Endlich wollen wir bemerken, dass die beiden 
Paraboloide bei den Gurven constanter Torsion zusammenfallen und im 
Falle der windschiefen Kreise in zwei Parabeln ausarten (§ 123; f): 
die eine Parabel liegt in der osculierenden Ebene, hat ihren Scheitel auf 



192 Zehntes Kapitel. Bemerkenswerte gewundene Curven. § 145. 

der Gurve und ihren Brennpunkt im Erümmungscentnun; die andere 
liegt in der Normalebene ^ hat ihren Brennpunkt auf der Gurre und 
ihren Scheitel im ErOmmungscentrum. 

§ 145. 

Es giebt einen andern Fall^ in welchem die Gleichungen (19) un- 
endlich viele gemeinsame Lösungen zulassen. Es ist der, wo B und P 
null sind. Setzt man unter dieser Annahme A =^ Qa^ C = Qh, so 
gelangt man zur Aufdeckung einer charakteristischen Eigenschaft der 
durch die natürliche Gleichung 

(20) 7 + 7 = 7 

definierten Gurven. In der That werden die Gleichungen (18) 

(21) «^ = 0, «1 = 0, P} = -^IL+M^^ + y», 

und wenn man die iii der rectificierenden Ebene liegenden Parallelen 
zur Tangente (S = 0, ^ = 0, a = 1) imberQcksichtigt lassen will, so 
sieht man, dass man 

(22) a = 0, ß7i = a, —ßi = b 

setzen muss, und dass man den Gleichungen (21) in keiner andern 
Weise genügen kann, solange a ^ ist. Die Gleichungen (22) de- 
finieren unendlich viele Parallelen zur Normalebene, welche sich auf 
die von M nach dem Punkte (a, h) der rectificierenden Ebene führende 
Gerade stützen und auf diese Weise ein Gonoid (§ 123, h) dritter Ord- 
nung bilden. Die Projectionen dieser Geraden auf die Normalebene 
umhüllen eine Parabel, welche ihren Brennpunkt in M und ihren Scheitel 
auf der ELauptnormale in der Entfernung b von M hat. Im beßondem 
sieht man für b = 0, dass die Gurven, deren Torsion proportional 
dem Quadrate der Flexion ist, charakterisiert sind durch das 
Vorhandensein eines geraden Gonoids dritter Ordnung, wel- 
ches mit dem Fundamentaltrieder starr verbunden und so be- 
schaffen ist, dass jede seiner Erzeugenden sich auf einer ab- 
wickelbaren Fläche bewegt. L'asst man a nach Null abnehmen, 
so stellt die Gleichung (20) in der Grenze einen windschiefen Kreis 
(fi =B= b) dar, und das Gonoid (22) wird unbegrenzt auf die Normalebene 
zusammengedrückt, wobei es sich schliesslich auf die Schar der Tangenten 
einer Parabel reduciert; gleichzeitig erscheint aber für a = eine zweite 
Parabel in der osculierenden Ebene, da man alsdann den Gleichungen (21) 
auch durch die Annahme /S = 0, 6 = 0, — ari = by* genügen kann. 



Elftes Kapitel. 
AUgememe Theorie der FlSchen. 



§ 146. GeodfttiBOhe Linien und Asymptotenlinien. 

Die Eigenschaften einer Fläche in der Umgebung jedes Punktes M 
stehen in genauer Beziehung zu denen der Gurven^ welche durch M hin- 
durchgehen. Im folgenden (§ 219) werden wir sehen^ dass die Tangenten 
aller dieser Gurven in einer Ebene liegen^ welche man die Tangential- 
ebene der Fläche im Punkte M nennt. Die Normale der Fläche, 
d. h. die auf der Tangentialebene in M errichtete Senkrechte, ist Nor- 
male aUer durch M hindurchgehenden Gurven und kann für gewisse 
die Binormale, für andere die Hauptnormale sein. Die Gurven, bei 
welchen in jedem Punkte die Binormale mit der Normale der Fläche 
zusammenfällt, heissen Asymptotenlinien; diejenigen, welche diese 
Normale als Hauptnormale zulassen (vgL § 126), nennt man geodätische 
Linien. Mit andern Worten: Wenn man die einer Fläche längs einer 
gegebenen Gurve umbeschriebene Developpable betrachtet, d. h. die En- 
veloppe der Ebenen, welche die Fläche in den Punkten der Gurve be- 
rühren, so kann man sagen, dass die längs einer Asymptotenlinie um- 
beschriebene Developpable diese Gurve als Rückkehrkante zulässt, wäh- 
rend die längs einer geodätischen Linie umbeschriebene Developpable 
die rectificierende einer solchen Gurve ist. Um sich volle Rechenschaft 
von dem wesentlichen Unterschied zwischen den beiden Arten von 
Gurven zu geben, ist es nützlich, die Fläche als materiell anzunehmen, 
indem man ihr eine gewisse Dicke zuschreibt, und sich andererseits die 
Gurve als einen Streifen auf der Developpablen der Tangenten zu denken, 
d. h. auf der Reihe derjenigen Ebenen, von denen man sagen kann, 
dass ihnen die successiven Elemente der Gurve am genausten ange- 
hören (§ 120). Will man auf einer Fläche eine geodätische Linie an- 
bringen, so muss der Streifen senkrecht in die Dicke unserer Fläche 
eindringen, während es, um eine Asymptotenlinie anzubringen, genügt, 

Gei&ro, natürl. Oeometrie. 13 
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sie auf die Fläche hinzulegen, auf der sie ruhen wird wie ein ebener 
Streifen auf seiner eigenen Ebene. Es sei ^ der Winkel, um welchen 
für einen auf dem positiven Teil der Tangente befindlichen Beobachter 
die Normale der Fläche im Sinne des Uhrzeigers sich drehen muss, 
um mit der Hauptnormale zusammenzufallen. Wir werden bald in 
unsem Rechnungen häufig die Grossen 






sin t/> 



auftreten sehen, welche man die Normalkrümmung imd die geo- 
dätische Krümmung nennt, und werden immer festzuhalten haben, 
dass die geodätischen Linien durch das beständige Verschwinden der 
geodätischen Krümmung cha/rakterisiert sind, während die Asymptoten- 
linien durch das beständige Verschwinden der Normalkrümmung charakte- 
risiert sind. Man bemerke hier, dass nur die Geraden die Eigenschaft 
haben, gleichzeitig Asymptotenlinien und geodätische Linien auf jeder 
Fläche zu sein. 

§ 147. Krümmangalinien. 

Eine auf einer Fläche gezogene Gurre nennt man eine Krümmung s- 
linie, wenn die Flächennormalen längs dieser Curve eine Developpable 
bilden. Wir haben bereits gesehen (§ 131), dass hierzu notwendig und 
hinreichend ist, dass die Ableitung von ^ nach dem Bogen gleich der 
Torsion der Curve ist. Wenn wir also als geodätische Torsion die 
Grösse 

Z^^ — - 

ds r 

bezeichnen, so können wir behaupten, dass die Krümmungslinien 
durch das constante Verschwinden der geodätischen Torsion 
charakterisiert sind. Speciell sind alle auf einer Kugel gezogenen 
Curven Krümmungslinien dieser Fläche, da die Normalen im Mittel- 
punkt zusammentrefFen; und noch specieller ist jede ebene Curve Krüm- 
mungslinie und gleichzeitig Asymptotenlinie der Ebene, in welcher sie 
liegt. Zu dem allgemeinen Falle zurückkehrend bemerken wir folgendes 
(§ 131): Wenn eine Curve Krümmungslinie auf zwei Flächen 
ist, so schneiden sich diese längs der genannten Curve unter 
constantem Winkel; und wenn zwei Flächen sich unter con- 
stantem Winkel schneiden, so kann die Schnittcurve nicht 
Krümmungslinie auf einer der Flächen sein, ohne es auch 
auf der andern zu sein. Daraus folgt, dass, wenn eine Krüm- 
mungslinie eben ist, ihre Ebene die Fläche unter constantem 
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Winkel schneidet; und das gleiche lässt sich von jeder sphärischen 
Erümmungslinie und der Kugel sagen, auf welcher sie liegt. Umge- 
kehrt ist, wenn eine Ebene oder eine Kugel eine Fläche unter 
constantem Winkel schneidet, die Schnittcurve Krümmungs- 
linie auf der betrachteten Fläche. Endlich bemerke man, dass, 
wenn bei einer Erümmungslinie der Winkel ^ constant ist, die Linie 
notwendig eben ist. Im besondem ist jede geodätische Krümmungs- 
linie (if = 0) eben, und ihre Ebene schneidet die Fläche unter rech- 
tem Winkel. 



§ 148. Fundamentalfoxmeln für die Corven auf einer Fl&ohe. 

Bei der Untersuchung einer Gurve auf einer Fläche ist es nütz- 
lich, als jgr-Axe die Flächennormale in einem beweglichen Punkte M 
zu wählen und als x-Axe die Tangente der Cui*ye beizubehalten. Wenn 
man in den Unbeweglichkeitsbedingungen (§ 120) 

^' _ i.' _ 1 ^fy.' = l' ^ = _ :^' _ ?L 
ds (f ^ da r ^ ds q r ^ 

die sich auf das Fundamentaltrieder der Curve beziehen, die Goordinaten- 
transformation 

x=: x' , y ^^y' cos ^ — ^er ' sin ^ , ^er = y' sin ^ -[~ ^' <^s ^ 
ausführt, so ergeben sich die Relationen 

(1) f^^mz-§y-l, %^§x-tL,, ^£^tLy-mx. 

OfFenbar sind die Fundamentalformeln, welche dazu dienen, die absoluten 
Variationen der Goordinaten x^ y, z eines beliebigen gleichzeitig mit M 
beweglichen Punktes zu berechnen, 



(2) 



und es ist klar, dass sie auch bestehen, wenn x^ y, z die Bedeutung 
von Richtungscosinus' haben, vorausgesetzt, dass man in der ersten 
Gleichung den constanten Term beseitigt. 



18* 
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§ 149. Theoreme von Meusnier und von Bonnet. 

Wenn man vom Punkte M zu einem unendlich benachbarten Punkte 
M' übergebt^ so bat die Variation der jer-Coordinate eines beliebigen 
festen Punktes denselben Wert für alle Curven der Flache, welche sich 
in M berühren, da sie die DifFerenz zwischen den Abstanden des festen 
Punktes von den Ebenen darstellt, die die Flache in M und in M' be- 
rühren, und infolgedessen dieselbe ist für alle Curven, welche das Ele- 
ment MM' gemein haben. Es folgt also aus der dritten Formel (1), 
dass jede der Grössen S und QZ einen ungeänderten Wert bewahrt für 
alle Curven der Flache, welche Mx im Punkte M berühren. In der 
Unveränderlichkeit von S besteht der Satz von Bonnet, aus welchem 
sich ergiebt, dass abgesehen vom Vorzeichen die geodätische Tor- 
sion einer Curve sich nicht unterscheidet von der absoluten 
Torsion der berührenden geodätischen Linie. Der Satz von 
Meusnier sagt dagegen die Unveiunderlichkeit von &l aus und hat 
wichtige Folgerungen. Vor allem müssen, wenn ^ für zwei sich be- 
rührende Curven denselben Wert (^ ^j hat, auch die Werte von q 

gleich sein, d. h. zwei Curven, die in einem Punkte der Fläche 
von einer und derselben Ebene osculiert werden, haben gleiche 
(absolute oder geodätische) Krümmungen, vorausgesetzt, dass die ge- 
meinsame osculierende Ebene nicht die Tangentialebene der Fläche ist. 
Unter allen Curven, welche in M eine gegebene Curve berühren, be- 
trachte man den ebenen Normalschnitt, den die Ebene zx auf der 
Fläche hervorbringt. Ist (»^ sein Krümmungsradius, so liefert der Satz 

von Meusnier für 2)? den Wert — . Also ist die Normalkrümmunflr 

Po * 

einer beliebigen auf einer Fläche gezogenen Linie die Krüm- 
mung des ebenen Normalschnittes, der auf der Fläche tangen- 
tial zu dieser Linie ausgeführt ist. Was die geodätische Krüm- 
mung anbetrifft, so bemerke man, dass nach dem Satze von Meusnier 
auf dem Cylinder, der die Cuire orthogonal auf die Tangentialebene 
projiciert, die Krümmung des Normalschnittes, der jene Curve berührt, 

gerade — - ist. Also ist die geodätische Krümmung einer auf 

einer Fläche gezogenen Linie die Krümmung der Projection 
der Curve auf die Tangentialebene. Endlich besteht wegen der Un- 
veränderlichkeit von dl die Relation () = ()^cos^, mithin erhält man 
das Krümmungscentrum einer beliebigen Linie einer Fläche in 
einem Punkte Jlf, indem man auf die osculierende Ebene dieser 
Curve das Krümmungscentrum desjenigen ebenen Normal- 
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Schnittes projiciert, welcher die Curve in M berührt. Diese 
Gonstruction gilt nicht für die Gurven^ welche die Asymptotenlinien 
berühren^ da bei den Asymptotenlinien &Z wegen des Yerschwindens 
von cos^ null ist, q aber einen beliebigen Wert hat. Wenn eine Curve 
eine Asymptotenlinie in einem Pimkte M berührt, ohne die Tangential- 
ebene der Fläche zu osculieren, so ist cos ^ nicht null, mithin muss 
die Flexion null sein; wenn aber die Curve von der Tangentialebene 
osculiert wird, so kann ihre Flexion einen beliebigen Wert besitzen, 
der im allgemeinen verschieden von demjenigen ist, den die Flexion 
der berührenden Asymptotenlinie hat. 



§ 150. 

Die Unveränderlichkeit von &Z und S für alle Curven, welche eine ge- 
gebene Tangente haben, ergiebt sich noch einfacher aus der Untersuchung 
der Normalen der Fläche in der Umgebung eines Punktes Jf. Wenn 
man die Formeln (2) in der Form, wie sie für Richtungen gelten, auf 
die Richtung (0, 0, 1) anwendet, so findet man, dass die Normale in 
M' die Richtungscoefficienten — 3Z ds, E ds, 1 hat, und dies genügt, 
um sicher zu sein, dass jede der Grössen &l und tL einen einzigen Wert 
besitzt für alle Curven, die das Element MM' gemein haben. Man 
sieht ausserdem, dass beim Übergänge von M zu M' die Stellungs- 
änderung der Tangentialebene der Fläche aus zwei infinitesimalen Rota- 
tionen hervorgeht, deren eine, proportional der Normalkrümmung, sich 
vollzieht, ohne dass die Ebene sich um MM' dreht, während die 
andere, proportional der geodätischen Torsion, gerade in einer Rota- 
tion um die Tangente besteht. In analoger Weise gelangt man zur 
Interpretation der geodätischen Krümmung, indem man nunmehr die 
Richtung (1, 0, 0) betrachtet. Man findet, dass die Richtung der Tan- 
gente in M' definiert ist durch die Richtungscoefficienten 1, — §ds, 
&ld$y mithin dreht sich die Tangente, während sie an der Bewegung 
der Tangentialebene teilnimmt, in dieser Ebene um einen Winkel §ds 
im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers für einen Beobachter, der 
auf dem positiven Teil der Normale steht. Mit andern Worten: die 
geodätische Krümmung ist proportional der Projection des 
Winkels zweier unendlich benachbarter Tangenten auf die 
Tangentialebene, wie die geodätische Torsion proportional ist 
der Projection der Richtungsänderung der Flächennormale auf 
die Normalebene der Curve. Nunmehr ist klar, dass § nicht bloss 
von der Tangente in M abhängt, wie &l und iT, sondern auch noch 
von der Tangente in M\ Der Wert von § ist also derselbe für alle 
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Gurven der Fläche^ welche in M von einer und derselben Ebene osculiert 
werden^ dagegen nicht für alle Curven^ welche einander in M berühren: 
an diesem Umstände liegt es^ dass Ton jedem Punkte der Fläche geo- 
dätische Linien (§ = 0) nach allen Richtungen ausgehen, während die 
Zahl der Erümmungslinien (S = 0) und der Asjmptotenlinien {&l = 0\ 
welche durch einen gegebenen Punkt M hindurchgehen^ wie wir sehr 
bald sehen werden^ endlich ist. Denn wenn man in einem Punkte M 
einer Curve den Wert von C oder @Z vorschreibt, so bedeutet dies, 
dass man denselben Wert den imendlich vielen Gurven, welche in M 
die gegebene Gurve berühren, vorschreibt, welches auch ihre osculie- 
renden Ebenen sein mögen. 

§ 151. 

Die Betrachtungen der ersten vier Paragraphen des achten Eitpitels 
sind unmittelbar anwendbar auf die Gurvenscharen, die auf einer be- 
liebigen Fläche gezogen sind. Man kann also sagen, dass jede Function 
der Punkte einer Fläche die analytische Darstellung einer einfach unend- 
lichen Schar von Gurven vermittelt. Hat man femer den Differential- 
quotienten der Function in einer beliebigen Richtung definiert, und 
wählt als Grandli^e eines orthogonalen Systems krummliniger Go- 
ordinaten dem § 109 gemäss die beiden durch die Functionen q^ und q^ 
definierten Gurvenscharen, so findet man die Entfernung von zwei un- 
endlich benachbarten Punkten ausgedrückt durch die Formel 

ds' = Q.'dq,' + Q,'dq,\ - 

wo die Q Functionen der q sind, und man erkennt, dass die Differential- 
quotienten in den Richtungen der Goordinatenlinien in der folgenden 
Weise von den Ableitungen nach den q abhängen: 

A = JL A _L = i_ A 

^«1 Qi ^«1 ' ^h Qt^2t 

Dies vorausgeschickt und 

(8) §.-^, 9.-'-^ 

gesetzt, verwandelt sich die Bedingung 

dq^ "^ dq^ ^ 

welche notwendig und hinreichend für die Existenz einer 
Function f ist, deren Differentialquotienten die vorgeschrie- 
benen Functionen u und v sind, in 
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(4) (Ä+^0«=fe+^«)- 

Daraus folgfc^ dass für jede beliebige Function 

(^^ _J! ?!__ßA_ßA 

^'^^ da, a«, ds^ ds, ~ ^^ a«, =^i a^^ 

sein muss. Es ist dies eine für die natürliche Analysis der Flächen 
sehr nützliche Formel. • 

§ 152. 

Wir wollen jetzt nach Festlegung eines Systems orthogonaler 
krummliniger Goordinaten die Axen Mx und My längs der Tangenten 
der Coordinatenlinien q^ und q^ richten, welche durch M hindurch- 
gehen. Wenn M längs der Linie q^ fortrückt, so sind die Bedingungen 

(6) |j = g>?._gy_l, |j = ^a.-C., I^ = ^y-mx 

notwendig für die Unbeweglichkeit des Punktes {x, y, z). Um die 
analogen Bedingungen für den Fall zu finden, dass M längs der Linie 
^2 fortrückt, muss man x und y bezüglich in y und — x verwandeln 
und E, c^, § ihre Werte für die genannte Linie q^ erteilen, so dass 
man hat 

0) t-ry + r., ^^^et'z-§'x-i, ^ — E'^-ez'y. 

Es ist hier wichtig, zu bemerken, dass für Verschwindende x, y, jer, wenn 
man also den Augenblick des Durchganges von M durch die feste Lage 
{x, y, g) betrachtet, die Formeln (6)' und (7) 

dx dy^ ^ dx^ ^ —. _^ _^ 

da, ds^ ' ds^ da, da, a«, 

liefern. Wenn man fortfährt anzunehmen, dass x, y, z null sind, und 

auf (6) die Operation ^ anwendet unter Berücksichtigung von (7), so 
erhält man 

^•^ —Q Jly^ — Jll^ — — rr 



da, da^ ^ ' da, da^ ' da, da^ 

o 

Wendet man d^egen auf (7) die Operation -^ an» so findet man auf 
Grund von (6) 

da^ da, ^ da^ da, ^ ^ da^ da. 

Dies vorausgeschickt braucht man nur auszudrücken, dass die Relation 
(5) von den Functionen x und y erfüllt wird, um die Werte der geo- 
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datischen Krümmungen der beiden Linien^ ausgedrückt durch die Grossen 
(3), zu erhalten: 

§ = §1. §' = §,' 

Wendet man dagegen auf z dieselbe Relation an, so erhält man ^-{-^'=^0 
und gewinnt so einen Beweis für das folgende Theorem von Bonnet: 
Die geodätischen Torsionen von zwei Linien, welche sich 
rechtwinklig schneiden* sind in dem Schnittpunkte gleich und 
entgegengesetzt. 

§ 153. 

Bemerken wir, dass, wenn man eine geodätische Linie z. B. als 
^j^- Linie annimmt, §^ = ist, dass also Q^ auf Orund von (3) eine 
Function von g, allein sein muss. Daraus folgt, dass man immer, in- 
dem man statt q^* eine passende Function von g^ einführt, Qi=^l machen 
kann, so dass das Quadrat des Bogenelements durch dq^^ -f- Qi^dq, 



t 



a 



ausgedrückt wird. Die Entfernung zwischen zwei Punkten M und M' 
der betrachteten geodätischen Linie, gerechnet längs dieser geodätischen 
Linie, ist die absolute Differenz zwischen den Werten von g^ in M und 
ilf", mithin bestimmen zwei beliebige orthogonale Trajectorien 
einer Schar von geodätischen Linien auf den unendlich vielen 
geodätischen Linien gleiche Bogen, gerade so wie es in der Ebene 
bei den orthogonalen Trajectorien einer beliebigen Geradenschar der 
Fall ist. Diese und andere Eigenschaften sind dem Umstände zuzu- 
schreiben, dass die geodätischen Linien sozusagen die Geraden 
der Fläche sind. In der That! Wenn der Punkt M nach M' geht 
und dabei nicht der geodätischen Linie, sondern einer andern Linie 
folgt, so durchläuft er einen Weg von grösserer Länge, da q^ nur längs 
der geodätischen Linie constant bleibt. Auf diese Weise sehen wir ein, 
weshalb die geodätische Linie den kürzesten Weg zwischen zwei 
nicht zu weit voneinander entfernten Punkten der Fläche be- 
zeichnet. Übrigens erscheint diese Eigenschaft als evident, wenn man 
sich überlegt, dass nach dem in § 150 gesagten ein Punkt, der auf 
einer Fläche eine beliebige Gurve beschreibt, in jedem Augenblick auf 
der genannten Fläche eine Deviation § ds erföhrt. Will man nun, dass 
der Punkt auf dem kürzesten Wege gehen soll, so muss man, um ihn 
an der Deviation zu hindern, voraussetzen, dass beständig ^ «=» ist. In 
dieser Weise wird auch klar, warum ein auf einer Fläche gespannter 
Faden immer die Form einer geodätischen Linie annimmt. 
Dies ist eine wichtige Thatsache, da sie ein sehr einfaches praktisches 
Mittel liefert, um auf einer beliebigen Fläche die geodätischen Linien 



§ 153. § 154. Fundamentalformeln für die natürliche Analysis der Flächen. 201 

ZU zeichnen. Es tritt jedoch, wenn man sich die Fläche materiell denkt, 
in gewissen Punkten ein, dass der Faden dieselbe verlässt, um sich 
im Räume in Geradenform zu spannen, und dann wird man sich in 
diesen Punkten jedesmal ein Loch angebracht denken müssen, so dass 
der Faden durch die Fläche hindurch kann, um sich bald auf die eine, 
bald auf die andere Seite der Fläche zu legen. Wie man a priori 
die Stellen angeben kann, wo man die Fläche durchbohren muss, er- 
giebt sich aus einer naheUegenden Bemerkung, dass nämUch an ihnen 
die Flexion des Fadens ihr Zeichen wechselt, so dass, da auch S^ »= 
ist, die gesuchten Punkte zu denjenigen gehören, in welchen die 
geodätische Linie eine Asymptotenlinie berührt. 



§ 154. Fondamentalformeln für die natürliche Analysds der Flächen. 

Nach den Resultaten des § 152 nehmen, wenn man mit 07 ^ und 
9Z^ die Krümmungen 32 und 32' bezeichnet, die Bedingungen (6) und 
(7) die definitive Form an 



(8) 



||£ = §,y-E., |j = a)7,.-f..;-l, ^^=^^x-m,y 



Dies sind die notwendigen Bedingungen für die Unbeweglich- 
keit des Punktes {Xy y, e)^ und sie sind auch hinreichend, da 
man jede beliebige infinitesimale Verrückung des Anfangspunktes M 
auf der Fläche immer als resultierand aus zwei Verrückungen längs der 
Coordinatenlinien betrachten kann. Will man nun allgemeiner die 
absoluten Variationen der Coordinaten eines mit M beweglichen Punktes 
im Räume haben, wenn M auf der Fläche in der durch den Winkel o 
inbezug auf Mx definierten- Richtung fortrückt, so wird es genügen wie 
in den Formeln (2) die Differenzen zwischen den linken und rechten 
Seiten der Formeln (8) zu nehmen, um dann die Operation 

(9) ^^«cosw^ + sin«^ 

anzuwenden. Ausser den Formeln (8) ist von grosser Wichtigkeit ein 
anderes Tripel von Relationen, welche notwendig und hinreichend sind, 
damit die Gleichungen (8) durch drei Functionen x^ y, z von q^ imd 
q^ erfüllt werden können. Damit z. B. die Function z existiere, ist 
nach (5) notwendig und hinreichend, dass 

^ (Cy ^ m,x) -^{Zx- 3l,y) = §^ {^x - m,y) - §, (ßy - 3l,x) 



3gj V y 1 / ^s^ 
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ist^ welches auch Xy y, z sein mögen; und da man der linken Seite 
auf Grund unserer Formeln (8) die Form 

geben kann, so sieht man, dass die fünf Krümmungen e^^, ^%>^)§i}§% 
den ersten beiden Relationen des Tripels 

'^ + 11+ 2^^» -(^>-^^)§^^ 

genügen müssen und auch der dritten, welche man erhält, indem man 
analog mit x oder mit y operiert. Dies sind die Formeln von Codazzi: 
die letzte tragt specieller den Namen Gauss'sche Formel und redu- 
eiert sich im Falle der Ebene auf die bekannte Lame'sche Relation (§ 112). 

§ 155. Theorem von Enler. 

Wie variiert die Normalkrümmung und die geodätische Torsion 
um einen Punkt herum? Wir versehen mit dem Index co alles, was 
sich auf eine beliebige Curve bezieht, die durch M hindurchgeht und 
eine um m gegen die Axe Mx geneigte Gerade berührt. Für diese 
Curve wird die dritte Formel (1) 

^ = ( — a? sin G) + y cos co) JT« — (o; cos o + y sin o) SW« , 

und andererseits hat man unter Beachtung der Formeln (8) 

dz 

— =s (ßy — SZ^x) COS (o + {^x — ^%y) sin m . 

Durch Vergleichung erhält man 

, , &lu cos cö + 2^« sin m = SZ^ cos o — ^ sin <o , 

(10) «I 1 f 

Sla sin ö — £« cos (D == 6^2 sin o — 2^ cos o , 
und man entnimmt daraus 

(11) S^ß, = SZjL cos^ o — 2tL cos CO sin CD + ^% ^^ ® • 

Es ist bekamit, dass man aus einer derartigen Form immer, aber im 
allgemeinen in einer einzigen Weise, das mittlere GUed fortschaffen 
kann mit Hilfe einer passenden Drehung der Axen in der Tangential- 
ebene um den Punkt M, Dann und nur dann sind, da S^ = ist, die 
Goordinatenlinien ErümmungsUnien. Es gehen demnach, wie Monge 
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gefanden hat, durch jeden Punkt einer Fläche nur zwei Krüm- 
mungslinien, und zwar senkrecht zueinander. Wir werden die 
Krümmungsradien derjenigen Normalschnitte, welche die Krümmungs- 
linien berühren, die Hauptkrümmungsradien nennen und mit R^ und 
JR^ bezeichnen, so dass, wenn die Axen tangential zu diesen Linien 
gerichtet sind, die Formel (11) 

(12) sz^ = S2^ + ^^ 

wird. Diese wichtige Formel von Euler zeigt zusammen mit dem 
Theorem von Meusnier, dass in jedem Punkte einer Flache nur die 
V E^rümmung von zwei Linien bekannt zu sein braucht, um diejenige 
jeder beliebigen andern Gurre zu kennen. 

§ 156. 

In speciellen Punkten, die man Nabelpunkte nennt, kann es vor- 
kommen, dass JR^ =s jß, ist. Dann hat man in allen Richtungen iT = 0, 
und 9Zot hängt nicht von co ab, d. h. in den Nabelpunkten laufen 
unendlich viele Erümmungslinien zusammen und die Normal- 
krümmung hat denselben Wert für alle Curven, welche durch derartige 
Punkte hindurchgehen. Kann eine Fläche aus lauter Nabelpunkten 
bestehen? Um auf diese Frage zu antworten, wähle man als Coordinaten- 
linien die Krümmungslinien und bemerke, dass die ersten beiden Formeln 
von Godazzi 



ds 



, B, \R, bJ ^^ > ds, B, U, bJ i^i 



werden. Diese Formeln zeigen, dass, wenn in jedem Punkte R^ = R^ 
wäre, der gemeinsame Wert von R^ und iZ^ eine Constante R sein 
würde. Dies vorausgeschickt genügt es, zu bemerken, dass die Be- 
dingungen (8) durch a: = 0, y = 0, z = R erfüllt werden, um sich zu 
überzeugen, dass die Punkte der Fläche alle in der Entfernung R von 
einem festen Punkte liegen, d. h. dass die einzige Fläche, auf wel- 
cher jeder Punkt ein Nabelpunkt ist, die Kugel ist. Daraus 
folgt, dass es ausser der Kugel (vgl. § 147) keine andern Flächen 
giebt, bei welchen jede Linie Krümmungslinie ist. 

§ 157. 

Zur Formel (12) zurückkehrend wollen wir bemerken, dass 0Za, 
wenn R^ und R^ dasselbe Vorzeichen haben, beim Variieren von co ein 
unverändertes Vorzeichen bewahrt, mithin niemals verschwindet. Durch 
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solche Punkte^ welche man elliptische Punkte nennt^ gehen also 
keine reellen Asymptotenlinien. Wenn dagegen R^ and B^ entgegen- 
gesetzte Zeichen haben ^ so verschwindet dZa, in zwei Richtungen ^ die 
durch die Formel 

(13) tg(o=±j/r5 

definiert sind. Alsdann heisst der Punkt hyperbolisch^ und man sieht^ 
dass durch jeden hyperbolischen Punkt zwei reelle Asymptoten- 
linien hindurchgehen^ welche gleiche Neigung gegen die Krümmungs- 
linien haben. Inzwischen können wir ebenso^ wie aus (10) die Formel 
(11) abgeleitet worden ist; auch die Formel von Bonnet daraus ge- 
winnen 

(14) . Cco = 2^ cos 2a) + -^ (S^i — SZ\) sin 2©, 

welche uns sagt, wie die geodätische Torsion um jeden Punkt herum 
variiert. Das Variationsgesetz ninmit die äusserst einfache Form 

(15) (La =s ("g -g-j sin o cos o 

an, wenn man den Winkel m von einer Krümmungslinie aus rechnet. 
Im besondem findet man, wenn man in (15) für to die durch die Formel 
(13) definierten Werte einsetzt, dass der Torsionsradius der Asymptoten- 
linien gleich y — B^R^ ist: dies ist ein bemerkenswerter Satz von 
Enneper. 



§ 158. Dupin'sohe Indioatrix. 

Um sich volle Rechenschaft von dem Verhalten einer Flache in 
der Umgebung eines jeden ihrer Punkte zu geben, ist es nützlich, sich 
auf eine geometrische Darstellung der Formel (12) zu stützen. Auf 
der durch den Winkel o definierten Tangente nehme man den Abschnitt 
MP gleich der Quadratwurzel des absoluten Wertes des Radius der 
Normalkrümmung. Der Ort der (reellen) Punkte Pheisst die Dupin'sche 
Indicatrix. Die Goordinaten von P in der Tangentialebene sind 

cos CO sin m 

mithin hat man 

(16) | + ^==±1 

als Gleichung des Ortes der reellen oder imaginären Punkte P, In den 
elliptischen Punkten der Fläche stellt- die Gleichung (16) zwei Ellipsen 
(§ 28) dar, von denen nur die eine reell und infolgedessen die Indicatrix 
ist. Sie reduciert sich in den Nabelpunkten auf einen Kreis. In 
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den hyperbolischen Punkten stellt dagegen die Gleichung (16) zwei 
reelle Hyperbeln dar mit gemeinsamem Mittelpunkt und gemeinsamen 
Axen und Asymptoten. Jetzt ist klar, dass die Erümmungslinien sich 
definieren lassen als diejenigen Gurven, welche in jedem ihrer Punkte 
eine Axe der Dupin'schen Indicatrix berühren, während die Asymptoten- 
linien in jedem Punkte eine Asymptote jener Indicatrix berühren. Auf 
diese Weise erklart es sich, warum die Asymptotenlinien nur die aus 
hyperbolischen Punkten bestehenden Regionen durchziehen und wie sie 
um jeden dieser Punkte herum zwei Winkelräume bestimmen, für deren 
einen die Normalkrümmung positiv ist, während sie für den andern 
negativ ist. Inzwischen zeigen die Formeln (1), wenn man für einen 
Augenblick in M den Anfangspunkt der Bogen einer beliebigen Gurve 
fixiert, dass 

UmJ = |(2:iim^-c^lün^)=ls)r 

ist, mithin z das Vorzeichen von ^ hat. Also liegt in der Um- 
gebung eines elliptischen Punktes die Fläche ganz auf einer 
Seite der Tangentialebene. Dagegen wird in der Umgebung 
eines hyperbolischen Punktes die Fläche von der Tangential- 
ebene geschnitten, und die Schnittlinie hat zwei Zweige, welche 
durch den genannten Punkt hindurchgehen, indem sie die Asymptoten- 
linien berühren. 

§ 159. 

Gonjugierte Tangenten sind zwei beliebige conjugierte Durch- 
messer der Dupin'schen Indicatrix. Wenn der Punkt M auf der Fläche 
in der durch den Winkel o inbezug auf die Erümmungslinien definierten 
Richtung fortrückt, so dreht sich die Tangentialebene {z = 0) um die 

durch die Gleichung 

dß i ' dz r. 
cos o -J5 [- sm CO p— = 

definierte Gerade. Diese Gleichung wird unter Beachtung der Formeln (8) 
y = n:tga>', wo 

tgco *««>'== — 5* 

ist. Also haben (§ 28) zwei conjugierte Tangenten die Eigenschaft, 
dass, wenn ein Punkt längs einer von ihnen fortzurücken beginnt, die 
Tangentialebene um die andere zu rotieren anfängt. Mit andern Worten: 
Die Erzeugenden der einer Fläche längs einer gegebenen Curve 
umbeschriebenen Developpablen sind zu den Tangenten dieser 
Gurve conjugiert. Im besondern sind zueinander conjugiert die Tan- 
genten zweier Erümmimgslinien und ist zu sich selbst conjugiert jede 
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Tangente einer Asymptotenlinie. Der Winkel 0, den eine Tangente 
mit ihrer conjugierten bildet^ lasst sich sofort mit Hilfe der Formeln 
(1) bestimmen^ indem man die Gleichung der Tangentialebene differenziert. 
Man erhält 

(17) tge = | 

und sieht aufs neue, dass für die Asymptotenlinien d »» und für die 
Krümmungslinien ö - | ist. 

§ 160. 

Bei verschiedenen Fragen ist es nützlich, sich auf die sphärische 
Abbildung der Fläche zu stützen, welche darin besteht, die Punkte 
der Fläche mit denen einer Kugel vom Radius 1 in Beziehung zu setzen 
in der Weise, dass die Normalen der beiden Flächen in correspondierenden 
Punkten parallel sind. Wenn, bezogen auf die gewohnten Axen, x, j/, e 
die Goordinaten desjenigen Punktes der Kugel sind, welcher dem An- 
fangspunkte entspricht, so müssen die Functionen x, y und sf -{- 1, die 
Goordinaten des Mittelpunktes der Kugel, den Bedingungen (1) genügen, 
mithin hat man 

femer liefern die Formeln (2) 

— = 0? ?l^ «= 2: ^«sO 

ds ^ ds ^ ds ' 

Daraus folgt, dass der Winkel der Tangenten der beiden Gurven ± -^ 

ist, wo 6 die Bedeutung (17) hat. Also sind die conjugierte Tan- 
gente und die Tangente des sphärischen Bildes einer Gurve 
senkrecht zueinander. Im besondem bemerke man, dass bei der 
sphärischen Abbildung die Krümmungslinien nicht gedreht wer- 
den, während die Asymptotenlinien um — gedreht werden. 

§ 161. 

Wie wir in den vorigen Paragraphen die Art und Weise unter- 
sucht haben, wie die Normalkrümmung und die geodätische Torsion 
den unendlich vielen Richtungen entsprechend variieren, die man in der 
Umgebung eines Punktes betrachten kann, so wollen wir jetzt das 
Änderungsgesetz der geodätischen Krümmung aufeuchen, welche jedoch 
nicht denselben Wert für alle Gurven hat, die in einem Punkte eine und 



ds'ds 
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dieselbe Gerade berühren (§ 150). Es seien -5-9 -^f § ^^^ §' ^^> 
was aus den Operationen ^, -^ und den Krümmungen §i, §^ wird, 
wenn die Axen in der Tangentialebene sich um co drehen. Offenbar ist 

(18) g^ -= cos (D ^ + Bin » g^ , ^ 8U1 «D -g^ + CO8 a> g^ . 

Durch Anwendung der zweiten Operation (18) aof das Resultat der 
ersten erhalt man 

d* , d* . . d* • / 9* d*\ , dm d 

Wendet man dagegen die erste auf das Resultat der zweiten an, so 
erhält man 

Jetzt ergiebt sich durch Subtraction, wenn man sich daran erinnert, 
dass die Relation (5) für jedes Paar von orthogonalen Gurren identisch 
erfüllt sein muss, 

(^'"" äFJäZ ~ (^ + w) äi *" ^« a^ ~ ^1 a^ 

= §, (sin 0)^ + cos a)g|r) _ ^^ (cos cd^ - sin ß)g|r) • 
Also ist 

(19) § + |==§iC08a,-§,8ina,, §' - |j^ = g^ sin « + ^, cos « . 

Zu diesen Relationen gelangt man auch, wenn man auf eine der Coordi- 
naten x oder y das für z im Anfang des § 155 eingeschlagene Ver- 
fahren anwendet. Man muss ferner beachten, dass die Formeln 

da da ^yy \ /n a *« Ca o) q \ TT 

angewandt auf die Richtung a = cos cd, /3=»sino), y = 0, 

^0» a© ^ ^fl> d(o _, ^ 

werden. Daraus erhalt man unter Erinnerung an (9) 

57 = -^ — ^1 cos + §, sm ö , 57" = g^ + ^1 sm CD + §8 cos CD , 

d. h. auf Grund der Formeln (19) 

(20) ^ = -Ts' ^=W 
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Mit Hilfe dieser Formeln^ welche übrigens unmittelbar aus dem in § 150 
über § gesagten folgen, lässt sich die geodätische Krümmung einer 
Linie auf einer gegebenen Fläche in derselben Weise definieren wie 
die Krümmung einer ebenen Gurve in ihrer Ebene. Betrachtet man 
überdies die Gurve als gezogen auf der der Fläche umbeschriebenen 
Developpablen, so ist klar^ dass ihre geodätische Krümmung auf beiden 
Flächen denselben Wert hat, und andererseits sieht man sofort, dass die 
genannte Krümmung ungeändert bleibt, wenn man die Developpable 
auf die Ebene abwickelt. Also ist die geodätische Krümmung 
einer auf einer Fläche gezogenen Linie gleich der Krümmung, 
welche die Linie annimmt, wenn man die längs dieser Linie 
der Fläche umbeschriebene Developpable auf die Ebene aus- 
breitet. 

§ 162. 

Jetzt sind wir imstande, die Flexion der Asymptotenlinien 
zu berechnen. Wie die Formel von Enneper (§ 157) die Torsion dieser 
Gurven liefert, so lehrt eine interessante Formel von Bonnet ihre 
Flexion kennen, wenn die Hauptkrümmungen gegeben sind. Man 
braucht nur in die erste Formel (19) einen der Gleichung (13) genü- 
genden Wert von m einzusetzen und den geodätischen Krümmungen 
die Werte 

zu erteilen, welche sich aus den ersten beiden Formeln von Godazzi 
ergeben. Auf diese Weise erhält man nach einer leichten Rechnung 

/^ , a \ _ 1 / gg, \2 d s^i« 
1^1 "T- ^^J cos CO — 2m,*\m, -mj W^m^' 

Trägt man nun diese Werte in 

7 = (^1 + Ä)«^" " - (^» + w)^'' " 

ein, so gelangt man zu der Formel von Bonnet 

^ ~ (B, - bJ L^*« V ^ V -^ dB, U B,') 

Von den Gonsequenzen dieser Formel wollen wir mit Bonnet diejenige 
anführen, welche man erhält, indem man die Fläche als eine quadratische 
Regelfläche (§ 123, d) voraussetzt. Dann gehen durch jeden Punkt 



2 d g?, 



8 
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zwei reelle oder imaginäre Geraden^ die der Fläche angehören, und da 
diese Geraden notwendig die Asymptotenlinien sind, so müssen die 
beiden Werte der Flexion, welche durch die obenstehende Formel ge- 
liefert werden, beide null sein. Dies erfordert, dass das Verhältnis 

^ längs jeder Linie q^ constant bleibt und andrerseits das Verhältnis 

^ längs jeder Linie q^ . Umgekehrt bedeutet dies, wenn es der Fall 

ist, dass alle Asymptotenlinien Geraden sind, mithin die Fläche eine 
quadratische Regelfläche ist. Also sind die quadratischen Begel- 
fläehen durch folgende Eigenschaft charakterisiert: Längs 
jeder Erümmungslinie variiert die zugehörige Hauptkrüm- 
mung proportional mit dem Gubus der andern Hauptkrüm- 
mung. 

§ 163. SätBe von Laguerre und von Darboux« 

Wendet man die Operationen (18) auf Functionen an, die explicite 
von o abhängen, so ist es vielfach nützlich, die Differentiationen nach 
dieser Variablen in Evidenz zu setzen, indem man sich die Operationen 

7p- und ^— unter der Annahme ausgeführt denkt, dass co constant bleibt. 

Wenn man ferner den linken Seiten die Bedeutung von absoluten Ab- 
leitungen im Räume geben will, so wird man die Ableitungen nach fo 

. -1 1 .. CtO 1 .. doo 1 «11 «1 vOO 1 •• Ott) 

nicht mit ö— oder mit ^-r , sondern vielmehr mit ^- und mit -k-t , 

08 08 ■ • 08 08 ' 

deren Werte durch die Gleichungen (20) gegeben sind, multiplicieren 
müssen. Man wird demgemäss haben: 

d d t ' d ^ d 

_ = cos CO -ö h sm CD ^ § ö- > 

,p^. ds a«i ' 08^ ^ dto ' 

^ ^ d . a , ^ ^ j /£?' ^ 

:t-t = — sm CO -^ h cos co -^ r ^ ^^ ' 

d8 08^ 08^ • ^ 0(0 

Dies vorausgeschickt lässt sich aus den Formeln (11) und (14) leicht 
ableiten 



3(0 



= -2^«" ^ = 2>?<o-S^<„ + |, 



mithin ist nach Unterdrückung der überflüssig gewordenen Indiees cd 

Da nun die Operation ^ ausgeführt sein soll, indem man cd constant 
lässt, so giebt sie bei Grössen, die für alle in dem betrachteten Punkte 

Celipro, Datürl. Oeoraetrle. 14 
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sich berührenden Curven nur einen Wert haben ^ offenbar immer das- 
selbe Resultat. Man kann daher sagen, dass jede der Grössen 

wie SZ und tL einen einzigen Wert hat für alle Curven der Fläche, 
die sich in einem gegebenen Punkte berühren. Die Einführung 
von N und T in die Rechnungen bringt oft bemerkenswerte Verein- 
fachungen hervor. Wir wollen hier nur die Form angeben, welche die 
beiden ersten Formeln von Codazzi, geschrieben für ein beliebiges Paar 
orthogonaler Curven, annehmen, indem wir mit H, wie es gewöhnlich 
geschieht, die Summe der Krümmungen &Z und &I' bezeichnen: 

CS ^ ^ CS 



§ 164. 

Wendet man zweimal hintereinander die erste oder die zweite 
Operation (18) an, so erhält man die Relationen 

ca> d 



— — = cos- ß} 3— i + sm^ fi) 7r—„ + cos CD sm o (^ — 5 — f- — 5~ + 

a' . 3 a* 2 a* . / a« , a* \ ^«> ^ 

^=sm«o3^ + cos«o>^-cosa,sma,(g^^ + g^-^)-^-^, 
mithin durch Addition 

\ds "•" ds'j ds "t" \cs' ds) ds' ~ a«i- "^ a«j* ' 

d. h. auf Grund von (19) 

= g^ + g^ + (§1 sin o + §2 cos oj) ^ + (§1 cos (o — §^ sin co) ^ • 
Hier kann man der rechten Seite die Form 



a«i 

geben. Auf diese Weise kommt der Invariantencharakter der Operation 

a , ^A a . / a . ^\ a 



-'*=(Ä+r)f.+(^ + §)^ 



zum Vorschein, deren Resultat man als den zweiten Differential- 
parameter bezeichnet. 
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§ 165. 

Es ist nunmehr leicht^ die Formel von Bonnet^ welche in der Ebene 
bereits bewiesen ist (§ 115)^ auf Scharen von Gurven auszudehnen^ die 
auf einer beliebigen Fläche gezogen sind. Um die geodätische Krüm- 
mung derjenigen Linie zu berechnen^ die in der durch die 
Function u definierten Schar durch einen gegebenen Punkt 
hindurchgeht^ haben wir die erste Formel (19) zur Verfügung, welche 
wir hier zweckmässig in folgender Weise schreiben: 

Setzt man hierin 

/no\ 1 6w . 1 du 

(22) cos cj == -7::= -j— , sin a> = -=r- t-- , 

so findet man sofort die Formel von Bonnet: 

Die zweite Formel (19) liefert hingegen 

und wenn man darin die Werte (22) einsetzt unter Berücksichtigung 
der Bedingung (5), so findet man 

Hierbei ist zu bemerken^ dass das beständige Verschwinden von §' not- 
wendig und hinreichend ist einerseits dafür, dass ^du eine Function 
von u ist, andrerseits dafür, dass die Gurven der Schar die orthogonalen 
Trajectorien einer Schar geodätischer Linien oder dass sie, wie man 
aus einem leicht einzusehenden Grunde (vgl. § 153) zu sagen pflegt, 
geodätisch parallel sind. Daher der Satz: Sollen die Gurven der 
durch die Function u definierten Schar geodätisch parallel 
sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass jdu eine 
Function von u ist. 

§ 166. Isotherme Curvensoharen. 

Die in den §§ 108, 113 für ebene Gurven angestellten Betrachtungen 

sind unmittelbar auf Scharen von Gurven anwendbar, die auf einer 

beliebigen Fläche gezogen sind, mithin können wir von isothermen 

14* 
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Gnrvenscharen sprechen und als bewiesen betrachten, dass in einem 
zweifachen Orthogonalsystem nicht eine der Gurvenscharen 
isotherm sein kann, ohne dass es auch die andere ist. Auch 
die in § 114 ausgeführte Rechnung können wir uns hier wiederholt 
denken, um dann den Satz auszusprechen, dass die Bedingung 

w g - ?f 

notwendig und hinreichend ist dafür, dass das System der 
Coordinatenlinien isotherm ist. So ist z. 6. die Bedingung (23) 
erfüllt, wenn §i und §^ längs den bezüglichen Linien constant sind. 
Daraus folgt, dass jedes zweifache Orthogonalsystem, das aus 
Linien constanter geodätischer Krümmung besteht, isotherm 
ist. Ausserdem bemerke man, dass, wenn die Bedingung (23) erfüUt 
ist und wenn §^ längs jeder Linie q^ constant bleibt, auch §2 längs 
jeder Linie q^ constant ist. Daher der Satz: Wenn in einer iso- 
thermen Doppelschar die Linien der einen Schar constante 
geodätische Krümmung haben, so wird dies auch von denen 
der andern Schar gelten. 

§ 167. 
Wir denken uns jetzt eine Function g bestimmt derart, dass 

(24) J^g = m^&l^ — t^ 

ist, und bemerken, dass die Gauss'sche Formel (oder die dritte Formel 
Yon Godazzi) sich in der folgenden Weise schreiben lässt: 

Wenn wir dann für z/' seinen Ausdruck einsetzen, so kommt: 

te+§.)®+«.)+(4+«.)Ä+«.)-«- 

Daraus folgt, dass die Bedingung (4) von den Functionen 

erfüllt wird und daher eine Function f existiert derart, dasä man 
schreiben kann 

Dies ist also eine Form, die man den Functionen §^ und §^ immer 
geben kann. Gelangt inan umgekehrt in irgend einer Weise dazu, die 
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§ auf die Form (25) zu bringen, so kann man sicher sein, dass die 
Function g der Gleichung (24) genügt Um sich davon zu überzeugen, 
braucht man nur die Werte (25) in die Formel von Gauss einzusetzen. 
Endlich bemerke man, dass 

^^-(l;+«.)(Ä+a)-fe+§.)Ä+§.)-%-|| 

ist. Soll abo das System der Goordinatenlinien isotherm sein, 
so ist dazu notwendig und hinreichend, dass die Function f 
harmonisch ist. Dagegen werden wir sehen, dass, wenn sich g auf 
eine harmonische Function reduciert, dies eine beträchtliche Speciali- 
sierung der Fläche anzeigt. Übrigens kommen die Formeln (25) jedem 
zweifachen Orthogonalsystem zu, und in der That leitet man aus (19) 
mit Hilfe jener Formeln (25) ab: 

^ C8^' ^ GS ^ ^ CS ^' ' €8 

Will man abo, dass die durch den Winkel co definierte Schar isotherm 
ist, so muss man es so einrichten, dass die Function f — o harmonisch 
wird. Demnach hängt die Bestimmung aller isothermen Gurven- 
scharen auf einer Fläche von der Integration der Gleichung 

ab. 

§ 168. Die Exiumnung. 

Aus der Betrachtung der orthogonalen Invarianten 

der quadratischen Form (11) werden wir die Mittel erhalten, um die 
Krümmung einer Fläche in einem gegebenen Punkte zu messen. Die 
mittlere Krümmung in M ist das arithmetische Mittel der Normal- 
krümmungen aller Curven der fläche, welche durch M hindurchgehen, 
wenn man sich diese Curven der Richtung nach gleichmässig um M 
verteilt denkt. Ordnet man jeder Curve eine zu, die zu ihr senkrecht 
ist, so bleibt die Summe der beiden Normalkrümmungen beständig 
gleich H, wenn das Tangentenpaar sich um M dreht, mithin ist klar, 

dass das gesuchte Mittel — ^ist. Also wird die mittlere Krüm- 

mung durch -^H gemessen, d. h. durch die halbe Summe der 

Hauptkrümmungen. Man nennt ferner totale Krümmung oder 
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einfach Krümmung der Flache den Grenzwert eines gewissen Verhält- 
nisses^ das demjenigen analog ist^ welches man betrachtet^ um die 
Krümmung einer ebenen Gurve zu messen. Man nimmt auf einer 
solchen Gurve ein Bogenelement und construiert die Normalen in den 
Punkten, die es begrenzen: das Verhältnis des Winkels der Normalen 
zur Länge des Elements liefert in der Grenze das Mass für die Ejrüm- 
mung der betrachteten Gurre im Punkte My wenn das Element sich 
auf den Punkt M zusammenzieht. In analoger Weise denkt sich Gauss, 
um die Krümmung einer Fläche in einem Punkte M zu messen, ein 
Flächenelement in der Umgebung von M und construiert die Nor- 
malen der Fläche längs der Begrenzung des Elements: der körperliche 
Winkel, den diese Normalen einschliessen, dividiert durch den Flächen- 
inhalt des Elements, liefert in der Grenze das Mass fQr die Krümmung 
in My wenn das Element sich auf den Punkt M zusammenzieht. Der 
genannte körperliche Winkel wird femer per definitionem gemessen 
durch das Gebiet, welches auf einer Kugelfiäche vom Radius 1 der 
Kegel der zu den betrachteten Geraden parallelen Radien abgrenzt. 
Also wird die Krümmung gemessen durch den Grenzwert des Verhält- 
nisses zwischen dem Inhalt des sphärischen Bildes des Flächenelements 
und dessen eignem Inhalt. Wir wollen annehmen, dieses sei das über 
den Bogenelementen ds^ und ds^ der durch M hindurchgehenden Krüm- 
mungslinien construierte Rechteck. Da nun bei der sphärischen Ab- 
bildung diese Linien nicht abgelenkt werden, so ist das sphärische Bild 
des genannten Rechtecks ein anderes Rechteck, dessen Seiten nach dem, 

was wir in § 160 gesehen haben, c)^ids^ = -~ und dZ^ds^ = -r—- sind 

(da tL = ist). Dies ergiebt sich übrigens auch aus ganz ein&chen 
geometrischen Betrachtungen. Es sind also ds^ds^ und Kds^ds^ die 
Inhalte der beiden Rechtecke, mithin wird die totale Krümmung 
durch K gemessen, d. h. durch das Product der Hauptkrüm- 
mungen. Wenn man das erste Rechteck über zw.ei beliebigen ortho- 
gonalen Gurven construiert, so gelangt man etwas weniger schnell zu 
demselben Resultate, aber es gelingt dabei ausserdem, den Invarianten- 
charakter des Ausdrucks SlSl' — 2^* in Evidenz zu setzen. Hierzu sei 
bemerkt, dass die Kenntnis dieses Gharakters unmittelbar das Theorem 
von Enneper auszusprechen gestattet, welches wir am Ende von § 157 
bewiesen haben. In der That ist für die Asymptotenlinien c^ = 0, 

E == — -, folglich K = , • Also ist in jedem Punkte die totale 

Krümmung mit verändertem Vorzeichen gleich dem Quadrat 
der Torsion der Asymptotenlinien. Auch die letzten Formeln 
des § 160 liefern, wenn man sie quadriert und addiert, 
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= 9?* + e» = — z + H&i 



und fülireii für c^ = zu demselben Theorem, da bei den Asjmptoteu- 
linien ds' offenbar den Winkel zwischen zwei unendlich benachbarten 
Binormalen misst. Endlich wollen wir noch die Form anführen; 
welche Gauss dem Ausdruck K gegeben hat. Man braucht nur die 
Werte (3) in die dritte Formel von Codazzi einzusetzen, um zu er- 
halten (vgl. 112) 



K 







§ 169. 

Wir betrachten ein geodätisches Dreieck, d. h. die Figur ABC, 
welche auf einer Fläche durch drei geodätische Linien bestimmt wird, 
und es seien a, /S, y die inneren Winkel . 
dieses Dreiecks, um den Flächeninhalt 6 
des Bildes von ABC bei der sphärischen 
Abbüdung zu bestimmen, nehmen wir als 
g^ -Linien die von der Ecke A ausgehenden 
geodätischen Linien und wählen als Coordi* 

naten q^ und q^ eines beliebigen Punktes M die geodätische Entfernung 
AM und den Winkel, den die geodätische Linie AM mit AB bildet. 
Von den jj-Linien, den orthogonalen Trajectorien der von der Ecke A 
ausgehenden geodätischen Linien, kann man die in unendlicher Nähe von 
A befindlichen so ansehen, als lägen sie in der Ebene, welche die Fläche 
in A berührt. Mithin darf man ihr Bogenelement Q^dq^ durch q^dq^ 
ersetzen, wenn man von unendlich kleinen Grossen höherer Ordnung 
absieht. Es ist mit andern Worten 

lim ^ = 1 , mithin ^^ = 1 für ffi = 0. 
Dies vorausgeschickt bemerken wir, dass nach der Formel von Gauss 

=ffKQ,Q,dq,dq, = -ffj^^ dq,dq, 

ist, wo sich die Integration über die ganze von ABC eingeschlossene 
Fläche erstreckt. Andrerseits liefert die erste Formel (19) 

■£ = — §t^na, d. h. da? = — ^, Q^dq^ = — j^dq^ • 
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Wenn wir nun, zu 6 zurückkehrend^ zunächst die Integration längs 
einer der durch Werte von q^, die zwischen und a liegen, definierten 
geodätischen Linien ausfiihren und dann q^ von bis a variieren lassen, 
so ergiebt sich auf Grund der obigen Bemerkungen 

a C 

wo (0, die Neigung der geodätischen Linie BC gegen die Linien qi, in 
B den Wert ä — ß und in C den Wert y hat. Also ist 

ff = a -{- y — (ä — /J) = « + l3 + y — 3r. 

Im besondem stellt, wenn K constant ist, 6 den Flächeninhalt von 
ABC selbst dar, multipliciert mit K. Also ist auf den Flächen con- 
stanter Krümmung (von d^nen wir im folgenden Kapitel sprechen werden) 
der Flächeninhalt eines geodätischen Dreiecks proportional 
dem Überschuss der Summe seiner Winkel über zwei Rechte. 
Es ergiebt sich femer, dass diese Summe grosser oder kleiner als zwei 
Rechte oder gleich zwei Rechten ist, je nachdem die Krümmung positiv, 
negativ oder null ist. 



§ 170. Abwiokelbarkeit. 

Bei dieser ersten Einführung wollen wir uns auf einige Andeutungen 
über die AbwickelBarkeit der Flächen aufeinander beschränken. Wenn 
sich zwischen den Punkten zweier Flächen ein solches Entsprechen 
herstellen lässt, dass die geodätische Entfernung zwischen zwei auf der 
einen Fläche beliebig gewählten Punkten gleich der geodätischen Ent- 
fernung der Punkte ist, die ihnen auf der andern entsprechen, so sagt 
man, die beiden Flächen seien aufeinander abwickelbar. Denn ein 
Stoff, den man sich aus biegsamen und unausdehnbaren Fäden gewoben 
denken möge, die über die eine der Flächen in allen Richtungen aus- 
gespannt sind, wird sich offenbar auch auf die zweite ausbreiten lassen, 
ohne dass die Fäden von ihr abstehen oder zerreissen (vgl. § 153), d. h. 
ohne dass der Stoff sich faltet oder verletzt wird. Mit andern Worten: 
Die auf eine gegebene Fläche abwickelbaren Flächen lassen sich als die 
unendlich vielen Gestalten betrachten, welche dieselbe annehmen kann, 
wenn man sie im Räume verbiegt, ohne dass sie irgendwo gedehnt 
wird oder zusammenschrumpft. Ist das Bogenelement auf einer Fläche, 
bezogen auf ein beliebiges System orthogonaler krummliniger Coordi- 
naten, durch die Formel ds^= Qi^dq^^-]- Q^^dq^^ gegeben, so muss 
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sich auf jeder Fläche^ die auf die gegebene Flächä abwickelbar ist^ ein 
solches System orthogonaler krummliniger Coordinaten finden lassen^ 
dass das Bogenelement durch dieselbe Formel ausgedrückt wird^ und 
es liegt auf der Hand^ dass gerade in dieser Möglichkeit die notwendige 
und hinreichende Bedingung für die Abwickelbarkeit der beiden Flachen 
aufeinander besteht. Daraus folgt^ dass man^ wenn man die Ghiuss'sche 
Formel für zwei aufeinander abwickelbare Flächen schreibt; in ent- 
sprechenden Punkten denselben Wert für K finden muss. Daher der 
Satz: Sollen zwei Flächen aufeinander abwickelbar sein^ so 
ist dazu notwendig; dass sie in entsprechenden Punkten die- 
selbe Krümmung haben. Mit andern Worten: Wenn man eine bieg- 
same und unausdehnbare Fläche im Räume verbiegt ^ so giebt es 
in jedem Punkte etwas , was sich dabei nicht ändert ^ nämlich die 
totale Krümmung. 



§ 171. Evolnten und Evolventen. 

Die Eigenschaften der Evoluten der ebenen Curven drängen uns 
zu einer analogen Untersuchung über den Ort der Hauptkrümmungs- 
centra einer beliebigen Fläche, einen Ort, der offenbar aus zwei 
Mänteln besteht, deren einer vom Centrum (7i, der andere vom Centrum 
(7g erzeugt wird. Jeden Mantel kann man auch ansehen als den Ort 
der Rückkehrkanten der unendlich vielen Developpablen, welche die 
gegebene Fläche längs der Krümmungslinien einer Schar senkrecht 
schneiden. Die zwei Mäntel bilden die Fläche, welche man die Evolute 
(Centralfläche) der vorgelegten Fläche zu nennen pfiegt; und diese 
erhält niit Bezug auf die Evolute den Namen Evolvente. Betrachten 
wir den ersten Mantel, d. h. den von dem Punkte C^ erzeugten. Die 
Coordinaten dieses Punktes sind a; = 0, y = 0, z = jR^. Wenn M 
längs der Krümmungslinie q^ fortzurücken anföngt, so liefern die Fun- 
damentalformeln 

(26) 1^ = 0, *^ = 0, 1^ = 1^, 

mithin beginnt C^ längs der Normale fortzurücken, was vorauszusehen 
war, da ja C^ in diesem Falle die Rückkehrkante der Developpablen 
zu durchlaufen strebt, welche von den längs der genannten Linie q^ 
auf der Fläche errichteten Normalen gebildet wird. Wenn dagegen M 
längs der Linie q^ fortznnickcn anfängt, so findet man 

a«, ^ a«, "~ Ä, ' a«, ~ a«, ^ 

wenn man mit l die Länge der Strecke C^C^ bezeichnet. Also ist für 
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eine beliebige^ durch die Neigung (o gegen die Linie q^ definierte Yer- 
rückung von M nach der Formel (9) 

(27^ — = ^^ ^ " ^^ ^"^^ 



sm (0 



ds R^ ' äs äs 

Aus der ersten dieser Gleichungen ersieht man^ dass die Tangential- 
ebene eines Mantels der Evolute Normalebene der entspre- 
chenden Krümmungslinie ist, woraus sofort folgt, dass die Tan- 
gentialebenen der beiden Mäntel in entsprechenden Punkten immer 
senkrecht zueinander sind. Überdies zeigen die Formeln (27), dass, 
wenn C^ senkrecht zur Normale fortrücken soll, M sich derart bewegen 
muss, dass R^ constant bleibt. Mit andern Worten: Wie den Bückkehr- 
kanten der Developpablen der Normalen längs den Erümmungslinien 
einer Schar diese Linien selbst entsprechen, so entsprechen ihre 
orthogonalen Trajectorien den Curven der Evolvente, längs 
welchen der entsprechende Krümmungsradius constant bleibt. 
Es ist naheliegend, die genannten Rückkehrkanten und ihre ortho- 
gonalen Trajectorien als Goordinatenlinien auf der Fläche (C^) anzu- 
nehmen. Alsdann werden in C^ die Axen x' und y' bezüglich parallel 
den Axen z und y sein, und die Axe z' wird in entgegengesetztem Sinne 
wie die Axe x zu richten sein. Um nach diesen Vorbereitungen alle 
fundamentalen Krümmungen für die Fläche (Ci) zu finden, braucht 
man nur auszudrücken, dass die Bedingungen für die ünbeweglichkeit 
des Punktes (o;, y, z\ die inbezug auf das Trieder der Fläche {M) erfüllt 
sind, auch inbezug auf das Trieder von (C^ durch die neuen Goordinaten 

(28) x=z — R^y y^^tf} ^'= — ^ 

erfüllt werden. Vor allem bemerke man, um die Relationen zwischen 
den neuen und den alten Differentialquotienten zu finden, dass sich aus 
den Formeln (26) und (27) ergiebt 

ds^ = -ö-^ d$i y ds^ ^^ B sin o ds , 
wo o durch die Bedingung 

-—i = , d. h. cos (o -^ + sm oi -^ = 
definiert ist. Es folgt daraus 

Wendet man die erste dieser Operationen auf die dritte Goordinate (28) 
ßn, so erhält man 
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i^ % 1^ = — dZ^z + g^y + 1 , 

während andrerseits, wenn man alles, was sich auf die Fläche (Cj) be- 
zieht, mit einem Strich versieht, 

ff'- = S'j/'— m^'x' = E'y — Sl^z + dl^'R, 

sein muss. Nunmehr ergiebt sich durch Yergleichung 

Auf diese Weise sind S>ti uiid ^' bekannt, wenn mau auf der Evolyente 
die Hauptkrttmmungen kennt, da nach den Formeln von Codazzi 

ist. In analoger Weise findet man durch Oegenüberstellung der Gleichungen 

den Wert von S' wieder und erhält ausserdem §i'=0. Also sind 
die Bückkehrkanten der Normaldeveloppablen einer Fläche 
geodätische Linien der Evolute. Wendet man femer die erste 
Operation (29) auch auf x' an, so gelangt man nur zu einer Bestätigung 
der obigen Resultate. Jetzt wende man aber auf x' die zweite Opera- 
tion (29) an: 

. i af (^'- + §.» = S K^ + 'S) - 'i K^ + S) • 

Man erhält auf diese Weise einen Wert für C, der, wie die Formeln 
(30) zeigen, gleich dem oben geftmdenen ist; ausserdem findet man 

§2 = — -f} <J- b. C2 ist das geodätische Krümmungscentrum der- 
jenigen Curve i2i»=Gonst., welche auf dem ersten Mantel durch 
Gl hindurchgeht, wie umgekehrt 6\ im Punkte C^ das geodätische 
Erümmungscentrum einer Curve der auf dem zweiten Mantel durch die 
Bedingung R^ ^= Gonst. definierten Schar ist. Wendet man endlich die 
zweite Operation (29) auf y' oder auch auf z' an, so findet man 

E,Ts,'^^ - ^^ d8, + ^''di; ^ 

und es lässt sich also unter Zuhilfenahme von (30) auch 07^' durch die 
Funktionen R allein ausdrücken. 
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§ 172. 

Umgekehrt kann man zu jeder Fläche auf unendlich viele Weisen 
eine andere hinzufügen, so dass beide zusammen jedesmal die Evolute 
einer ganzen Schar von parallelen Flachen bilden. Will man in der 
That, dass der Punkt ( — ^,0,0) sich senkrecht zu Mx verschiebt, 
welches auch die Richtung sein mag, in der sich M auf der gegebenen 
Fläche verschiebt, so zeigen die Fundamentalformeln, dass die notwendige 

und hinreichende Bedingung dafür in ^ = Q^ , g — = besteht. Es 

muss also t und infolgedessen Q^ eine Function des Parameters q^ allein 
sein, mithin ist auf den Linien q^ die Bedingung §i = erfüllt, welche 
bereits im vorigen Paragraphen als eine notwendige Bedingung gefunden 
wurde. Daher der Satz: Sollen die Geraden einer Congruenz die 
Normalen einer Fläche sein, so ist dazu notwendig und hin- 
reichend, dass sie die Tangenten einer Schar von einfach un- 
endlich vielen geodätischen Linien einer andern Fläche sind. 
Inzwischen wird, wenn man ^j = 1 nimmt, ^ = % + Const. sein müssen, 
mithin beschreiben unendlich viele Punkte von Mxy die constante Ent- 
fernungen voneinander haben, unendlich viele Flächen, deren Normalen 
sämtlich Tangenten der gegebenen Fläche sind. Wenn man die Tan- 
genten einer Linie q^ betrachtet, so schneiden sie offenbar Erüm- 
mungslinien auf den unendlich vielen parallelen Flächen aus, und der 
Berührungspunkt wird in jedem Augenblick eines der Erümmungscentra 
bezeichnen. Es ist also wahr, dass man jede Fläche entsprechend 
jeder einfach unendlichen Schar krummer geodätischer Linien 
auf ihr als einen der beiden Mäntel der Evolute einer Schar 
paralleler Flächen betrachten kann. Der andere Mantel heisst zu 
dem ersten complementär und aus dem gesagten geht klar hervor, 
dass jede Fläche unendlich viele Gomplementärflächen besitzt, 
deren jede einer einfach unendlichen Schar krummer geo- 
dätischer Linien entspricht, die auf der betrachteten Fläche 
beliebig g^^zogen ist. Jetzt lässt sich das am Ende des vorigen 
Paragraphen bewiesene Theorem so aussprechen: Die einer gegebenen 
Schar von geodätischen Linien entsprechende Gomplementär- 
fläche ist der Ort der geodätischen Erümmungscentra der 
orthogonalen Trajectorien dieser geodätischen Linien. Wir 
wollen zum Schluss noch sagen, wie sich die Evolventen einer gegebenen 
Fläche mechanisch erzeugen lassen in einer ganz ähnlichen Weise, wie 
wir sie bei den ebenen und gewundenen Gurven bereits kennen. Man 
denke sich einen Stoff aus unausdebnbaren Fäden gewoben, die über die 
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Flache gespannt sind nnd die von unendlich vielen andern voUstandig 
deformierbaren Faden rechtwinklig durchkreuzt werden^ so dass der 
Stoff in allen seinen Teilen sich der Oberfläche anschmiegen kann, ohne 
sich zu fiEdten oder zu zerreissen. Wenn man nunmehr den Stoff 
Ton der Fläche abwickelt, indem man dafür sorgt, dass er in der 
Richtung der unausdehnbaren Fäden gespannt bleibt, so ist klar, dass 
die andern Fäden die unendlich vielen parallelen Evolventen beschreiben 
werden, welche der durch die ersten Fäden auf der Fläche bezeichneten 
Schar geodätischer Linien entsprechen (vgl. § 153). 



Zwölftes Kapitel. 
Übnngeii Aber die Flächen. 



§ 173. 

um die BÜckkehrkante der Developpablen zu bestimmen, die 
einer Flftche längs einer gegebenen Linie umbeschrieben ist, muss man sich 
daran erinnern (§ 159), dass in der Tangentialebene ia M die Erzeugende 

jener Developpablen durch den Winkel 6 = arc tg -=r definiert ist ; dann* 

findet man die Entfernung f, die der entsprechende Punkt der Bückkehr- 
kante vom Punkte M hat, indem man die Gleichung y = xtg0 differenziert 
und ausdrückt , dass die Coordinaten jenes Punktes , d. h. — t cos d, 
— f sin d, den Bedingungen für Unbeweglichkeit (§ 148) genügen. Auf 
diese Weise erhält man 

(1) t = ^^°^ . 

^ da 

Es ist femer leicht, den Bogen und die Krümmungen nach dem gewöhn* 
liehen Verfahren mit Hilfe der Formeln (2) des vorigen Kapitels zu be- 
rechnen. Die Formel (1) zeigt, dass für die Krümmungslinien — t sich auf 
den geodätischen Krümmungsradius reduciert. Übrigens ist in diesem Falle 
klar, dass die gesuchte Bückkehrkante eine Evolute der Gurve ist, so dass 
im allgemeinen t variabel sein muss, da es gerade die Länge des Bogens 
der Evolute darstellt. Wenn dagegen t einen Constanten Wert hat (was 
eintritt, wenn ^ constant ist), so reduciert sich die genannte Bückkehrkante 
auf einen Punkt, d. h. die umbeschriebene Developpable ist eine Kegelfläche, 
deren Erzeugende von der betrachteten Curve rechtwinklig durchsetzt werden. 
Man gelangt so zu dem folgenden Satze von Brioschi, der eine Verallge- 
meinerung eines bekannten Theorems (§ 147) ist: Jede Krümmnngslinie, 
deren geodätische Krümmung constant ist, gehört einer Kugel 
an, welche die Fläche senkrecht schneidet. Kehren wir zu der For- 
mel (l) zurück, um zu bemerken, dass die Linien, längs welchen die nm- 
beschiiebene Fläche cylindrisch ist, (Linien, die insofern interessant sind, als 
sie die Teile der Fläche, welche von einem Bündel paralleler Strahlen be- 
leuchtet werden, von denjenigen abgrenzen, die im Schatten bleiben) durch 

dB 
die Gleichung §=^-ß- charakterisiert sind. Man kann diese Gleichung auf 

eine solche* Form bringen, dass sie die geodätische Krümmung in jedem 
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Punkte M als Function von Grössen ausdrückt, die far alle Curven, welche 
die betrachtete Curve in M berühren, ungeändert bleiben (§ 163). Berechnet 
man in der That die Ableitung von d, so verwandelt sich die vorstehende 
Bedingung in die folgende andere: 

Auf diese Weise kann man in jedem Punkte bei gegebener Tangente auch 
die osculierende Ebene bestimmen. 



§ 174. 

Die kurz zuvor wieder in die Erinnerung gerufene Eigenschaft von N 
gestattet in einem Punkte M die Krümmung des Schnittes einer 
Fläche mit der Tangentialebene in M zu berechnen. Bekanntlich 
hat diese Curve zwei Zweige, die die Asymptotenlinien berühren. Wenn 
man nun alles mit einem Index auszeichnet, was sich auf eine Asymptoten- 
linie bezieht, so hat man 

Andrerseits hat die geod&tische Torsion für alle die Asymptotenlinie be- 
rührenden Curven einen einzigen Wert (§ 149), und es ist also imPunkteJf 

ds r r^ 

Daher ist im besondem, wenn die Curve de^ Schnitt der Fläche mit der 

n 1 
Tangentialebene ist, in welchem Falle man i/; = — , — = hat, 

dSl dl sin ^ dt^ 1 ^^ d^l o^/jj 



ds ^ ds Q Q ds QTf^ ' ds ^ QTf^ 

Vergleicht man die beiden Werte von N miteinander, so findet man im 

o 

allgemeinen ^ = -0^0 ^^^ gewinnt auf diese Weise das elegante Theorem 

von Beltrami: Die Krümmung des Schnittes einer Fläche mit der 
Tangentialebene in einem hyperbolischen Punkte ist in diesem 
Punkte für jeden Zweig gleich zwei Dritteln von der Krümmung 
der den betrachteten Zweig berührenden Asymptotenlinie. Wir 
wollen hier unter Erinnerung an das am Schluss von § 149 gesagte besonders 
darauf achten, dasd hier ein Beispiel von Linien vorliegt, die sich berühren, 
von derselben Ebene osculiert werden und trotzdem in dem Berührungspunkt 
nicht gleiche Flexion haben. 



§ 175. 

Betrachten wir wieder wie in § 173 den einer Fläche längs einer ge- 
gebenen Curve (M) umbeschriebenen Cylinder und stellen wir uns die Auf- 
gabe, die Krümmung seines geraden Schnittes (üfo) ^^^^ ^^^ scheinbaren 
Umrisses der Fläche zu berechnen. In dem Trieder, welches gebildet wird 
von der Tangente der Berühnmgslinie im Punkte üf , von der durch 3f 
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gezogenen Parallelen zur Tangente in einem Punkte M\ der M unendlich 
nahe liegt, und von der Erzeugenden MMq des Cylinders, ist offenbar der 

dem Winkel — der beiden Tangenten gegenüberliegende Diederwinkel gerade 

^ ds 

der analoge Winkel — - der Tangenten von (itf^) in den M und M' ent- 

sprechenden Punkten, und der Diederwinkel — — ip, welchen die osculierende 

Ebene von (31) und die Tangentialebene der Fläche im Punkte M ein- 
schliessen, liegt wiederum einem Winkel gegenüber, der sich unendlich 
wenig von imterscheidet. Daraus folgt 

1 ds^ 1 ds 



cos 'ijf Qq sin ^ 
Andrerseits hat man dsQ = ds,sm 6 . Also ist 

1 cos 1/} Sl 



Q^ Q sin' 6 sin* 6 
Setzt man inzwischen in der bekannten Formel (§ 155) 

&lo=9Z cos* Ö — 22: cos Ö sin Ö + 0r' sin* Ö 
tg0 = 5, so findet man 

und gelangt so zu dem folgfinden Satze von d'Ocagne: Die Krümmung 
des scheinbaren Umrisses einer Fläche in einem beliebigen Punkte 
Mq wird erhalten, indem man die totale Krümmung der Fläche 
in dem entsprechenden Punkte M durch die Krümmung dividiert, 
welche im Punkte M derjenige Normalschnitt hat, dessen Ebene 
durch Mq hindurchgeht. 

§ 176. 

Auf der Ebene ist (§ 147) jede Curve Asymptotenlinie und gleichzeitig 
Krümmungslinie, so dass K verschwindet, weil c^^, QZ^ und ^ null sind. 
Allgemeiner ist die Krümmung null bei jeder abwickelbaren Fläche, da 
durch jeden Punkt einer solchen Fläche eine Gerade geht, längs welcher die 
Normalen der Fläche eine Ebene bilden. Diese Gerade ist also Krümmungs- 
linie und andrerseits ist sie auch Asymptotenlinie (§ 146), woraus folgt, 
dass, da dZ und ^ für jede geradlinige Erzeugende null sind, in jedem 
Punkte K == ist. Giebt es andere Flächen mit der Krümmung 
Null? Ist die Fläche auf ihre Krümmungslinien bezogen, so muss S^ be- 
ständig null sein, und dasselbe muss auch von einem der beiden dZ^ z. B. 
2^7^, gelten. Inzwischen liefert die zweite Formel von Godazzi (§ 154) 
S^g^i"^^^* Genügt man dieser Bedingung, indem man S)Z^=^0 nimmt, 
so zeigt eine bekannte Formel (§ 157), dass ^„= ist, welchen Wert 
auch CO haben mag, d. h. alle Linien sind Krümmungslinien, mithin ist die 
Fläche notwendig sphärisch (§ 156). Sie ist sogar noch specieller, nämlich 
eben, da eine Kugel mit endlichem Badius keine reellen Asymptotenlinien 
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besitzt. Wenn femer nicht SJZ^ ""=» ist, so muss man annehmen §^ssa 0, 
Also ist (§ 146) jede Linie q^ als geodätische Linie und Asymptotenlinie 
notwendig eine Gerade, d. h. die Fl&che ist eine Begelfl&che. Sie kann 
aber nicht windschief sein, sonst würden die Erzengenden nicht Erümmnngs- 
linien sein (§ 124). Also sind die einzigen Flächen mit der Krüm- 
mung Null die Ebene und die abwickelbaren Flächen. 



§ 177. 

Kann eine Fläche zwei Scharen geodätischer Linien besitzen, die sich 
unter constantem Winkel schneiden? Wählt man die geodätischen Linien 
der einen Schar als Goordinatenlinien g^, so hat man §i = 0, und die erste 
Formel (19) des vorigen Kapitels zeigt, dass auch §2==0 sein muss, so 
dass jede andere Schar von Trajectorien der Curven der gegebenen Schar aus 
geodätischen Linien bestehen wird: dies tritt in der Ebene und auf den 
abwickelbaren Flächen ein. Lizwischen liefert die Oauss'sche Formel Jr= 0, 
tmd wir können daher das folgende Theorem von Liouville aussprechen: 
Zwei Scharen von geodätischen Linien einer nicht abwickelbaren 
Fläche können sich nicht unter constantem Winkel schneiden. 



§ 178. 

Welches ist die Krümmung einer Begelfläche? Wenn a, |3, y 
die Bichtungscosinus' der Erzeugenden inbezug auf das Fundamentaltrieder 
einer beliebigen Curve der Fläche sind, so ist der Winkel i/; der Haupt- 
normale mit der Flächennormale (die senkrecht auf der Tangente und der 
Erzeugenden steht) durch die Relation |?sini);-}-;fCosi^ = gegeben, aus 
welcher man durch Differentiation unter Beachtung der bekannten (§ 125) 
Bedingungen successiv ableitet 

Wenn man nun als FundamentsJlinie die Erzeugende selbst wählt, so muss 
offenbar c>? = sein, mithin (§ 123, f) 

^ cos'y jp 



Also stellt abgesehen vom Vorzeichen der Yerteilungsparameter einer 
windschiefen Begelfläche den Badius der geodätischen Torsion 
der Erzeugenden längs der Strictionslinie dar. Da ferner X= — JL"^ 
ist, so sehen wir, dass der absolute Betrag der Krümmung einer 
windschiefen Begelfläche längs der Strictionslinie das Inverse 
des Quadrates des Yerteilungsparameters ist. Längs einer Er- 
zeugenden variiert dagegen die Krümmung wie cos^ r, so dass sie im un- 
endlichen verschwindet. Dies erklärt sich mit Hilfe der Thatsache, dass 
jede Begelfläche eine asymptotische Developpable besitzt, nämlich die 
Enveloppe der Ebenen, die durch die l^rzeugenden senkrecht zu den Central- 
ebenen gelegt sind. Sie verhält sich daher im Unendlichen inmier wie eine 
abwickelbare Fläche. Jetzt, wo wir den Wert von % kennen und wissen^ 

CeiirOj natflrl. Geometrie. Vi 
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dass S)7 und ^ null sind, liefert uns die zweite Fonnel von Codäzzi sofort 
die geodätische Krümmung einer beliebigen orthogonalen Trajectorie der 
Erzeugenden: 

§' i^ioga: ^iogco8t = ^.. 

Da ^' im Endlichen nicht verschwindet, ausser für / := 0, so sieht man 
(vgl. § 132), dass die Strictionslinie der Ort der Punkte ist, in 
welchen die geodätische Krümmung der orthogonalen Trajec- 
torien der Erzeugenden null ist. 



§ 179. BotatioiiBfLäohen. 

Man nennt so die Flächen, welche von einer ebenen Curve erzeugt 
werden, die um eine feste Gerade in ihrer Ebene rotiert Diese Gerade 
nennt man die Axe. Die erzeugende Curve heisst in jeder ihrer unendlich 
vielen Lagen ein Meridian, imd der von einem beliebigen Punkte des 
Meridians beschriebene Kreis heisst ein Parallelkreis. Die Meridiane und 
Parallelkreise sind also die Schnitte, welche auf der Fläche durch die Ebenen, 
die die Axe enthalten, und durch die senkrecht auf der Axe stehenden 
Ebenen hervorgebracht werden. Es ist kein Grund vorhanden, weshalb die 
Normale der Fläche in einem beliebigen Punkte M eher auf der einen als 
auf der andern Seite der Ebene des Meridians liegen sollte, der durch M 
hindurchgeht. Mithin fällt die genannte Normale immer mit der Normale 
des Meridians in M zusammen. Also sind die Meridiane gleichzeitig Krüm- 
mungslinien und geodätische Linien der Fläche. Daraus folgt, wenn wir 
cße Meridiane als ^^^-Linien annehmen, 

(2) ^1=-^' ^1"^' ^ = <^- 

Die andere Schar von Krünmiungslinien besteht aus den orthogon^en Tra- 
jectorien der Meridiane, d. h. aus den Parallelkreisen, was man übrigens 
direct erkennt, wenn man beachtet, dass die Normalen der Fläche längs 
jedes Parallelkreises auf der Axe zusammentreffen. Ist 9 die Neigung der 
Axe gegen die Tangenten der Meridiane längs eines Parallelkreises vom 
Badius g, so sind offenbar tp und C[ Functionen von 0.1^"^ H ^®üi, und 
man hat bekanntlich (§12) 

/o\ dfp 1 dq . 

Endlich ist nach den im Anfang des vorigen Kapitels gegebenen Definitionen, 
wenn man bemerkt, dass im vorliegenden Falle t/; gleich n — q> ist, 

(4) $r, — s|i?, §,=ü|5. 

Man sieht also, dass die Hauptkrfimmungsradien 
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sind, d. b. die Haaptkrümmnngscentra in jedem Ponkte M sind das Erüm- 
mmigscentram des durch M hindurchgehenden Meridians und derjenige Punkt 
der Axe, welcher auf der in M errichteten Normale der Fläche liegt. Man 
verificiert leicht, wenn man die Formeln (3) beachtet, dass die Werte (2) 
und (4) den Relationen von Codazzi genügen. Dies vorausgeschickt liefert 
eine bekannte Formel (§ 161) den Wert der geodätischen ErOmmung in 
einer beliebigen Richtung: 

§ = — ^, sm ß) — g^ . 

Andrerseits hat man auf Grund von (3) 

^ sin 9 1 dq 1 dq 

^^ q q dSj^ q cos a ds 

Also ist 

(5) e = ^— I- (q sin cö) . 

Eür ^ s=s findet man das folgende Theorem von Clairaut: Jede geo- 
dätische Linie einer Rotationsfläche trifft die Meridiane unter 
einem Winkel, dessen Sinus von einem Meridian zum andern pro- 
portional mit der Krümmung des Parallelkreises variiert. 



§ 180. 

Die Asymptotenlinien einer Rotationsfläche zu bestimmen, 
d. h. bei gegebener natürlicher Gleichung /"(s, ^) = des Meridians, die 
natürlichen Gleichungen der Asjmptotenlinien zu finden. Zunächst bemerke 
man, dass die Neigung co dieser Curven gegen die Meridiane durch die 
Formel (§157) 

(6) tg« (» ^ 1^ = — ^— 

gegeben ist, in welcher q und q) Functionen von s sind, die wir mit Hilfe 
der Fonneln (3) aus der gegebenen natürlichen Gleichung abzuleiten wissen. 
Es folgt daraus, dass auch o» eine Function der Veränderlichen s allein ist, 
so dass es genügen wird, eine einzige Asjmptotenlinie zu kennen, um sie 
alle zu kennen. Dies vorausgeschickt ist es unter Benutzung der Fonnel (5) 
leicht, den Bogen und die Flexion der Asymptotenlinien zu berechnen: 

._. r de 1 1 d . . V 

V / f cos (» ' 9o q da^^ ^ 

Die Torsion erhalten wir unmittelbar aus dem Theorem von Enneper: 
(8) -i ^^ = __, ro=?tg». 

Betrachten wir z. B. die Fläche, welche von einer Ribaucour'schen Linie 
vom Lidex n erzeugt wird, die um ihre Leitlinie rotiert. Soll die Fläche 
reelle Asymptotenlinien haben, so muss man annehmen n < — 1 , da es 
nur dann (§ 42) der Fall ist, dass die Curve der Axe beständig ihre convexe 

Seite zukehrt Lizwischen giebt für g = — -r- (w + 1) ^ cos g) die Formel (6) 
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tg* G> = — ö" (**"}" 0? ^- ^' ^^® Asymptotenlinien treffen die Meri- 
diane unter constantem Winkel. Femer erbäJt man aus den Formeln 
(7) und (8) sofort 

8 sin CD . . 

Bemerkenswert vor allen ist der Fall der Eettenlinie (» «» — 3). Alsdann 
heisst die Fl&cbe ein Catenoid und ist unter den Botationsfl&cben charak- 
terisiert durch a>=:± j, d. b. durch den Umstand, dass auch die Asymp- 
totenlinien ein zweifaches Orthogonalsystem bilden. Aus den letzten 

Formeln erkennt man unter Erinnerung an die Gleichung der Eettenlinie 

gl 
^ »= a -| — , dass die Asymptotenlinien des Catenoids durch die 

natürlichen Gleichungen 

r i g 7 '2a 

definiert sind. Sie gehören zu der merkwürdigen Familie von Curven, 
auf die in § 143 hingewiesen wurde. 



§ 181. 

Für die Untersuchung der Flächen, die auf Rotationsflächen 
abwickelbar sind (§ 170), ist zu bemerken, dass das Quadrat des Bogen- 
elements auf einer solchen Fläche sich immer auf die Form ds^ -f- ^dO^ 
bringen lässt, wenn man mit ds und qdd die Bogenelemente des Meridians 
und des Parallelkreises vom Badius q bezeichnet. So oft es gelingt, auf 
einer Fläche ein System Yon Coordinatenlinien au&ufinden derart, dass das 
Quadrat des Bogenelements die Form dq^^ -f- f^(Si)dq^ annimmt, wird man 
die Abwickelbarkeit der genannten Fläche auf eine Bo^tionsfläche behaupten 
können und wird Überdies wissen, dass bei der wirklichen Abwickelung der 
einen Fläche auf die andere die Linien g^ mit den Meridianen imd die Linien 
q^ mit den Parallelkreisen zusammenfallen. Man findet sogar unendlich viele 
Botationsflächen, auf welche die gegebene Fläche abwickelbar ist, da man, 

wenn k eine beliebige Constante bedeutet, q^tsszs^ ft^^'^T' Ö'^^^/^W 

setzen kann. Um femer zu wissen, was dies fCtr Flächen sind, genügt es, 
die natürliche Gleichung des Meridians zu bestimmen. Hierzu ge- 
langt man leicht durch Differentiation der Gleichung q »» Icfis) unter Be- 
xücksichtigung der Formeln (3): 

sin 9> «= kfi?) , cos 9 = TGqf\s). 

Also ist die gesuchte natürliche Gleichung: 
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Die bfliden Flächen, welche den Werten k nnd k">k entsprechen, sind auf- 
einander abwicbelb&r; aber ea ist leicht zu sehen, dass zur vollständigen 
Überdeokung der ersten schon eis Teil der zveiten genflgt, der von zwei 
Meridianen begrenzt wird. 



§ 182. PUohen oonstanter totaler Er&mmxuig, 

Ffir diese wichtigen Flächen haben wir bereits ein Beispiel nnter den 
Begelflächen. Wir haben nämlich gesehen, dass in jedem Punkte einer ab- 
wickelbaren Fläche £r=0 ist. Wenn der constante Wert von K von Null 
verschieden ist, so kann die Fläche keine Regelfläcbe sein, da bei den wind- 
schiefen Begelflächen die Krümmung auf der Strictionslinie von Nnll ver- 
schieden, im Unendlichen aber null ist. Es giebt dagegen unendlich viele 
Flächen constanter positiver oder negativer Erünunting unter den Rotationa- 



ng. <I. Flg. 41. Flg. 41. 

flächen, und wir können sie alle bestimmen. In der That! Soll J^Kj 
constant sein, so mnss die Krümmung des Meridians proportional 
dem Normalenabechnitt sein, der zwischen dem Incidenzpunkt 
und der Botationsaxe liegt. Also gehSrt der Meridian zu einer ElasBo 
von Cnrven, die wir bereits im zweiten Kapitel (§ 16, m, n) studiert haben. 
Man muss die Flächen constanter positiver Krümmung (welche die oben 
gezeichneten Formen haben) unterscheiden von den Flächen constanter nega- 



Ti 



tiver Krümmung, unter denen die Pseadosphäre besonders bemerkenswert 
ist, nSmlich die Fläche, welche von einer Tractriz (§ 8, c) erzeugt wird, 
die um ihre Asjnnptote rotiert. Diese Fläche bildet sozusagen die Grenze 
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zwischen den beiden Typen von Flächen negativer Ejrümmung, wie die Kugel 
zwischen den beiden Typen von Flächen positiver Krümmung. Ihre Asymptoten- 
linien lassen sich sofort bestimmen, indem man sich daran erinnert, dass 
man, wenn a der (constante) Abschnitt ist, der auf der Tangente vom Be- 
rührungspunkt aus durch die Axe abgeschnitten wird, 

sin9 = e **, g = — asiny, q = — acotg> 

hat. Die Formel (6) liefert dann oo = ib 9 . Femer leitet man aus (7) 
imd (8) ab 

5o=alogcot|, ?o=2^' ^0=«- 

Also sind die Asymptotenlinien der Pseudosphäre definiert durch 
die natürlichen Gleichungen 



= f(e" + « V' ^ = *- 



Jede dieser Curven berührt den grössten ParaUelkreis (9 = ^) ^^^ ver- 
läuft ins Unendliche (97 = O) , indem sie allmählich in die Axe übergeht, 
um die sie sich unendlich oft herumwindet: dies ergiebt sich auch aus dem 
leicht zu beweisenden Umstände, dass jedes Paar von Meridianen auf einer 
beliebigen Asymptotenlinie und dem grössten ParaUelkreis gleiche Bogen ab- 
schneidet. Es ist femer zu bemerken, dass dieser ParaUelkreis eine singulare 
Linie ist, auf der die Gültigkeit verschiedener Sätze der aUgemeinen Theorie 
aufhört. Im besondem haben die Asymptotenlinien in ihren Berührungs- 
punkten mit dem genannten ParaUelkreis eine stärkere Flexion, als sie der 
Satz von Beltrami angiebt (§ 174). 



§ 183. 

Die im vorigen Paragraphen gefundenen Flächen sind auch deshalb 
wichtig, weü sie durch blosse Biegimg ohne Dehnung oder Contraction alle 
Flächen constanter Krümmung liefern. Wir werden in der That sogleich 
sehen, dass die Bedingung der Gleichheit der Krümmung in entsprechenden 
Punkten, welche sich bereits (§ 170) als notwendig für die Abwickelbarkeit 
einer Fläche auf eine andere ergab, auch hinreichend ist, wenn es sich um 
Flächen constanter Krümmung handelt. Mit andern Worten: Jede Fläche 
constanter Krümmung ist abwickelbar auf jede andere Fläche, die 
dieselbe Krümmung hat. Um dies zu beweisen, nehmen wir als Linien 
q^ geodätische Linien der Fläche an und bemerken, dass sich die Formel 
von Gauss auf 

(10) |^ + 2re,=o 

reduciert. Wählen wir überdies die Linien q^ wie in § 169, d. h. in einem 
reeUen Punkte zusammenlaufend, so muss 
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sein. Unter diesen Bedingungen kann man der Gleichong (10) für jr=0 
nicht anders als durch die Annahme Q^ = Qi genügen, und dann erscheint 
das Quadrat des Bogenelements unter der Form dq^^ -f- qidq^ ; dies ist 
aher genau die Form von ds^ in der Ebene, wenn man Polarcoordinaten 
benutzt. Wir können also unter Erinnerung an den in § 176 erhaltenen 
Satz das folgende Theorem aussprechen: Soll eine Fläche auf die Ebene 
abwickelbar sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass 
sie eine Developpable ist. Die Developpablen sind also die unendlich 
vielen Formen, welche eine biegsame und unausdehnbare Ebene im Baume 
annehmen kann. Nimmt man dagegen an, K habe einen positiven Wert 

-^ , so muss man Q^ =: a sin ^ annehmen, um der Gleichung (10) und den 
Bedingungen (11) zu genügen. Alsdann nimmt das Quadrat des Bogen- 
elements die Form dq^ -f- a* sin* — dq^ an, die fOr alle Flächen mit der 

Krümmung -j dieselbe ist. Zu ihnen gehört inmier die Kugel vom Badius a, 
was übrigens auch aus der Gleichung (9) hervorgeht, die für A; = 1 in 
^ s=r a Übergeht, wenn man darin ({s) «» a sin — setzt. Also sind alle 

Flächen von der Krümmung —^ auf die Kugel vom Badius a ab- 
wickelbar. Man kann mit andern Worten jede Fläche constanter positiver 
Krümmung durch Deformation einer biegsamen und unausdehnbaren Kugel 

erhalten. Wir wollen endlich annehmen, K habe den Wert ? . Als- 

dann muss man, um der Gleichung (10) in der allgemeinsten Weise zu 
genügen, 

annehmen, wo fp und i^ willkürliche Functionen sind, die sich inmier so 
bestimmen lassen, dass die Fläche auf eine Botationsüäche abwickelbar wird, 
sei es indem man eine von ihnen gleich Null nimmt und die andere isi dq^ 
hiaeinzieht, sei es indem man sie einander gleich oder aber g? = — 1(; 
nimmt. Man gelangt so zu den folgenden Formen für Q^i 

y\^e« — e «;, ae « , -^ye^ + e «^ • 

Dies sind aber gerade (§ 18, n) die Formen von g, welche die im vorigen 
Paragraphen gefundenen Typen von Flächen constanter negativer Krümmung 
definieren. Also ist jede Fläche constanter negativer Krümmung in 
verschiedenen Weisen abwickelbar auf eine Pseudosphäre und 
auf die andern Botationsflächen, welche dieselbe Krümmung 
haben. Aber von den drei gefundenen Formen genügt nur die erste den 
Bedingungen (11), mithin lässt sich die Fläche nur auf eine Fläche des 
entsprechenden Typus abwickeln, wenn man haben will, dass mit den Meri- 
dianen alle von einem reellen Punkte ausgehenden geodätischen Linien zur 
Deckung gelangen sollen. Erteilt man dagegen Q^ die zweite Form, so 
sieht man, dass q nur fOr unendlich grosses q^ verschwindet, d. h. man 
muss den Punkt, in welchem die geodätischen Linien zusammenlaufen, auf 
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der Fläche als unendlich fem annehmen. Endlich verschwindet q (oder Q^), 
welches auch der Wert von q^ sein mag, auch wenn man ftlr Q^ die 
dritte Form annimmt, aber es verschwindet für einen imaginären Wert 

^1=5 — «ay — 1 . Man gelangt auf diese Weise zu der Einsicht, dass eine 

Fläche constanter negativer Krümmung auf jede Botationsfläche 
mit derselben Krümmung immer derart abwickelbar ist, dass eine 
beliebige Schar von zusammenlaufenden geodätischen Linien mit 
der Schar der Meridiane zusammenfällt; und zwar muss die Rotations- 
fläche einem der bekannten Typen angehören, je nachdem der Punkt, in 
welchem die geodätischen Linien zusammenlaufen, reell ist und im Endlichen 
liegt oder reell ist und im unendlichen liegt oder endlich imaginär ist. 
Natürlich sind auch die einem Typus angehörigen Rotationsflächen auf die 
eines andern Typus abwickelbar; aber, entgegen dem, was bei den Flächen 
positiver Krümmung eintritt, bleiben die Meridiane nicht Meridiane und 
verwandeln sich dafOr in eine andere Schar von zusanunenlaufenden geo- 
dätischen Linien. Dies liegt an der Möglichkeit (die auf der Kugel kein 
Analogen hat), dass es geodätische Linien giebt, die sich gamicht treffen 
oder aber sich im Unendlichen treffen. Will man nun haben, dass die 
Fläche bei der Deformation die Meridiane bewahrt, so ist dazu notwendig, 
dass sie auch den ihr eignen Typus bewahrt, was man übrigens leicht mit 
Hilfe der Formel (9) verificiert. Besonders bemerkenswert ist die Pseudo- 
sphäre, welche sich unter Bewahrung der Meridiane nur so deformieren 
lässt, dass sie in sich selbst verschoben wird, d. h. die einzige Rotations- 
fläche, die sich auf die Pseudosphäre derart abwickeln lässt, dass Meridiane 
mit Meridianen zusammenfallen, ist die Pseudosphäre selbst. Li der That 

wird für f(s)^= ae * die Gleichung (9) 

und diese stellt immer die Tractrix mit dem Parameter a dar, was man 
sofort erkennt, indem man 8 in s •■{' a log k verwandelt. Man kann sich 
dies leicht erklären, wenn man bemerkt, dass nur im Falle der Pseudo- 
sphäre die Parallelkreise die constante geodätische Krünmiung haben, 

und dass andrerseits diese Krünmiung nicht variieren kann, wenn man die 
Fläche durch blosse Biegung deformiert 



§ 184. iläohen constanter mittlerer Erfimmnng. 

Interessante Fragen der Physik ffihren zur Betrachtung dieser Flächen, 
unter denen die Elassoide oder Flächen mit der mittleren Krünmiung Null 
besonders bemerkenswert sind. Die Gleichung JETasO sagt uns sofort, dass 
die Dupin'sche Lidicatrix in jedem Punkte eine gleichseitige Hyperbel ist. 
Demnach sind die Elassoide durch den Umstand charakterisiert, 
dass ihre Asymptotenlinien ein zweifaches Orthogonalsystem bil- 
den. Beziehen wir uns auf ein früher gefundenes Resultat, so können wir 
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jetzt behaupten, dass das einzige Rotationgelassoid das Catenoid ist, 
waa man fibrigens auch erkennt, wenn man sich dar&n erinnert (§ 16, e), 
dass die Eettenlinie durch die Eigenschaft charakterisiert ist, in jedem 
Funkte M ein Krümmungscentrum zu besitzen, dass inbezug auf M sym- 
metrisch zu dem Schnittpunkt der Normale mit der Directriz ist Es ist 
leicht, die allgemeinere Frage zu beantworten: Welche Botationsflächen 
haben constante mittlere Er&mmung? Bezeichnet man mit — — 
den Constanten Wert Ton H, so muss die ErOmmung des Ueridians der 
Gleich nng 



genftgen, aus welcher wir sofort erfahren (§ 59, f), dass die verlangten 
Flächen durch Rotation der Delaunay'schen Curven um ihre be- 
zftglichen Leitlinien erzeugt werden. Je nadidem die Curre dem ellip- 
tischen Typus oder dem hyperbolischen Typus angehört, heisst die Fläche 



ein ünduloid oder ein Nodoid. Auf Gmnd einer bekannten Eigenschaft 
der Delaunay'schen Curven ist klar, dass dem Undnloid and dem Nodoid die 
beiden Flächen des ersten in § 182 gefundenen Typus parallel sind; aber 
diese Eigenschaft gilt in allgemeinerer Form und enthflllt ans eine innige 
Beziehmig zwischen den Flächen mit constanter mittlerer Erflmmung 
und denjenigen mit constanter totaler Krümmung. Construieren wir in 
der That zu einer Fläche, auf der it^üj ^ a* ist, die Paralleläächen in den 
Abständen a und — a, so haben diese die Hauptkrflmmangsradien It^^a, 
Bf^a. Da nun 



l^T 



»+«H 



ist, so sieht man, dass die beiden Flächen constante mittlere Ertlmmnng 
haben. 
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§ 185. 

Bei. allen Flächen constanter mittlerer Krümmung besteht die Eigenschaft: 
Die Krümmungslinien bilden ein isothermes System. In der That 
gewinnt man aus den beiden ersten Formeln von Codazzi sofort die geo- 
dätischen Krünunungen unter der Form 

(ij) i^i — ^^ ^^^ , y^ — g^^ ^^ , 

wo f=Oj ^ = Y log (S)?! — g^g) isi Es ist aber bekannt (§ 167), 

dass die erste Gleichung (f == 0, ja sogar schon J^f = 0) zum Beweise 
des Theorems genügt. Für ein Elassoid bleibt der Satz auch noch bestehen^ 
wenn man an Stelle der Krümmungslinien die Asymptotenlinien betrachtet. 
In der That! Wählt man die Asymptotenlinien als Coordinatenlinien, so 
ergeben sich aus den genannten Formeln von Codazzi die Werte der geo- 
dätischen Krümmungen unter der Form (12) mit /"«^O, g==*-älog^. 

Also bilden die Asymptotenlinien eines jeden Elassoids ein iso- 
thermes System. Übrigens ist dieses Theorem eine unmittelbare Folge 

mg 

des vorigen, da durch » = -j- sicherlich der Gleichung //'« = genügt 

wird (vgl. § 167). Zu einer andern charakteristischen Eigenschaft der 
Elassoide gelangt man, wenn man die Frage zu beantworten sucht: Welche 
zweifachen Orthogonalsysteme von Curven bleiben orthogonal 
bei der sphärischen Abbildung? Diese Frage ist (§§ 159, 160) gleich- 
bedeutend mit der folgenden: Wann ist ein orthogonales Durchmesserpaar 
eines Kegelschnitts conjugiert zu einem andern orthogonalen Paare? Wir 
wissen aber, dass nur die Axen diese Eigenschaft haben, falls nicht der 
Kegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel ist, in welchem Falle (§ 28) die 
Eigenschaft jedem Paare senkrechter Durchmesser zukommt. Es bilden also 
im allgemeinen die Krümmungslinien das einzige System, welches 
bei der sphärischen Abbildung orthogonal bleibt, und nur auf den 
Elassoiden ist es der Fall, dass jedes andere zweifache System 
orthogonal bleibt Bemei^ man übrigens, dass die Deviationen von 
zwei zueinander senkrechten Linien durch die trigonometrischen Tangenten 

— -^j und ^ definiert sind, so zeigt eine leichte Bechnung, dass der Zu- 
wachs des Winkels der beiden Curven bei der sphärischen Abbildung die 
Tangente (Bi -f- B^ tL hat. Will man also haben, dass der Winkel gleich 

-K" bleibt, während C ^ ist, so muss -ff = sein. 



§ 186. 

Wir wollen uns jetzt die Frage vorlegen: Giebt es Elassoide unter 
den Begel flächen? Eine der beiden Scharen von Asymptotenlinien be- 
steht notwendig aus den geradlinigen Erzeugenden, welche auch geodätische 
Linien sind, so dass 6^^ "=^1=0 ist. Die andere Schar wird gebildet 
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von den orthogonalen Trajectorien der Erzeugenden. Für diese Curven ist, 
wie wir bereits gesehen haben (§ 178) 

(13) §.=?TP' ^--ir^- 

Da nun auch SZ^ = sein muss, so zeigt die erste Formel von Codazzi, 
dass 2r eine Function des Parameters q^ allein ist, und daher p und t — g^ , 
welche nicht von q^ abh&ngen, Constanten sind. Dies vorausgeschickt hat 
man auf der Strictionslinie ^ = 0, folglich §^=0. Also ist diese Linie, 
da sie gleichzeitig Asymptotenlinie und geodätische Linie ist, eine Gerade, 
d. h. die Erzeugenden treffen eine feste Gerade des Baumes senkrecht. Wenn 
man nur s^'^ s variieren lässt, so behält t einen constanten Wert &, und 
die Formeln (13) geben als Mass für die Krümmungen einer beliebigen 
orthogonalen Trajectorie der Erzeugenden die constanten Werte 

1 h 1 a 



^ — a* + 6» ' r a» + 6* ' 

wenn man mit a den constanten Wert von p bezeichnet. Also sind (§ 136) 
die krummen Asymptotenlinien der Fläche circulare Schraubenlinien. Wendet 
man endlich die Fundamentalformeln auf die Bichtung der Erzeugenden 
(a=l,j3ssO, }'=sO) an unter der Annahme, dass der Anfangspunkt 
längs einer beliebigen krummen Asymptotenlinie fortrückt, so findet man 
Äa = Äj5 = 0, dy = — ^ds] femer sieht man für ^ = 0, dass der 

Winkel, um den sich die Erzeugende um die Strictionsaxe dreht, — ist. 

Er variiert also proportional zu der auf der genannten Axe vom Fusspunkte 
der Erzeugenden durchlaufenen Strecke. Man gelangt auf diese Weise (§ 123, h) 
zu dem folgenden Theorem von Catalan: Das einzige Elassoid unter den 
Begelflächen ist die Schraubenfläche mit Leitebene. Übrigens er- 
giebt sich dieses Theorem unmittelbar aus dem umstände, dass die genannte 
Fläche die einzige ist (§ 141), welche mehr als zwei zu den Erzeugenden 
orthogonale Asymptotenlinien hat. 



§ 187. 

Um zu wissen, auf welchen Begelflächen die orthogonalen Trajectorien 
der Erzeugenden (wie bei der Schraubenfläche mit Leitebene) Linien con- 
stanter geodätischer Krümmung sind, muss man zusehen, wann die Krüm- 
mung §2J ^® durch die erste Formel (13) gegeben ist, sich auf eine 
Function reduciert, die nur von dem Parameter q^ abhängt Damit dies 
stattfinde, ist notwendig, dass die Grössen p und t — q^ die immer unab- 
hängig von q^ sind, constant bleiben. Es sei jp»»a, ^= ^i* Die Strictions- 
linie (^ a= 0) ist also eine ^g- Linie, und sie ist eine' geodätische Linie 
(^y aas 0), woraus folgt, dass sie die Erzeugenden zu Binormalen hai Femer 
stellt — C, welches längs der ganzen Strictionslinie den constanten Wert 

— bewahrt, die Torsion dieser Linie dar. Mithin sind die gesuchten Flächen 

diejenigen, welche von den Binormalen der Curven constanter Tor- 
sion gebildet werden. Da für alle diese Flächen 
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d log ft ^ gl 



und daher Q^ = Kgi~f-ä^ ^^i ^^ nimmt das Qnadrat des Bogenelements bei 
allen die Form dqi^ + (gj* + a*) dq^^ an. Also sind die Flächen, um welche 
es sich handelt, abwickelbar auf die Schraubenfläche mit Leitebene. 
Es ist femer evident, dass sie auch auf Rotationsflächen abwickelbar sind, 

deren Form man bestimmt, indem man in (9) f(s) = Ys^ -|- a* setzt 
Für Ä=il wird jene Gleichung ^ sss a -( , mithin ist die Schrauben- 
fläche mit Leitebene abwickelbar auf das Catenoid. Wenn man 
mit andern Worten ein unausdehnbares Catenoid derart verbiegt, dass sein 
kleinster Parallelkreis geradlinig wird, so werden anch die Meridiane gerad- 
linig und bilden eine Schraubenfläche mit Leitebene. 



§ 188. iläohen zweiten Grade«. 

Will man nach den Methoden der natürlichen Geometrie eine Fläche 
studieren, die durch eine Gleichung zweiten Grades zwischen den auf un- 
bewegliche Axen bezogenen Coordinaten dargestellt wird, so gehe man von 
folgender Bemerkung aus (vgl. § 30): Wird der Anfangspunkt auf die 
Fläche verlegt, die ier-Axe längs der Normale gerichtet, und differenziert man 
die Gleichung, indem man mittels der bekannten Bedingungen (§ 154) die 
ünbeweglichkeit der Punkte Xy y^ e ausdrückt, so muss man die Gleidiung 
wiederfinden, von der naan ausgegangen ist. Dies vorausgeschickt erinnere 

man sich, dass für a? = ys=iEf = nur die Quotienten ^ — und ^ den 

Wert — 1 annehmen, während alle andern verschwinden. Dann erkennt 
man sofort, dass der lineare Teil der vorgelegten Gleichung sich auf re- 
ducieren muss. Femer sieht man für £? s= O, dass die Fläche von der Tan- 
gentialebene in zwei Geraden geschnitten wird, die reell oder imaginär sein 
können: Sie ist also eine quadratische Begelfläche (§ 123, d). Wir 
überlassen es dem Leser, die ümkehrung dieses Satzes zu beweisen. Wählt 
man die Bichtung der Axen x und y derart, dass sie die Erümmungslinien 
berühren, so muss auch das Glied mit xy fehlen, so dass die Gleichung 
sich schliesslich auf die Form 

(14) = ^(m^i>' + dZ^y") + {ax + ßy)z + yz" 

reduciert. Man differenziere sie einmal nach ^^, das andere Mal nach g, 
und identificiere sie mit jeder der beiden abgeleiteten Gleichungen, indem 
man das eiae Mal die Coefficienten von y^, das andere Mal die von ^ in 
Betracht zieht. Dann erhält man 

Vergleicht man dagegen den Coefficienten von x^ in der ersten abgeleitet«! 
Gleichung und den von y^ in der zweiten mit den analogen Coefficienten 
in der ursprünglichen Gleichung, so erhält man die Werte 
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_i_ as^ _i_ a^, 

" ~ 8^1 a«j ' P "* 86)?, a«, ' 

Setzt man diese gleich den obenstehenden, so findet man durch Integration 
eine charakteristische Eigenschaft der Flächen zweiten Grades wieder (§ 162), 

nämlich die Unabhängigkeit der Verhältnisse ^ und ^ von q^ bezw. 

von q^ , Man wird jetzt natnrgemäss dazn geführt, die Parameter der Erüm- 
mnngslinien so zu wählen, dass man setzt 

Danach werden die Werte (15) 



Inzwischen ergiebt sich aus den beiden ersten Formeln von Codazzi 

/.fiX g^oggi ^ gl' d log g, g,« 

^ ^ ag. g,(gi*~g,«)' ag, gi(gi'~g,')' 

woraus man durch Integration Q^ und Q^ berechnet und dann 

^^ gigty(gi) g^ gigt'V^Cg«) 

Vgi'-g.*' ^ Vgl' - g.* 

findet Hierbei bemerke man, dass das Verhältnis von Q^ zu Q^ gleich dem 
Product einer Function von q^ mit einer Function von q^ wird. Es bilden 
also auf den Flächen zweiten Grades die Erümmungslinien ein 
isothermes System. Um y zu bestimmen, braucht man nur den CoefQcienten 
von i? in der ursprünglichen Gleichung mit denjenigen in den beiden ab- 
geleiteten zu vergleichen und die beiden so erhaltenen Gleichungen 

zu integrieren. Man findet dann schliesslich 

y ~ — Y ftft (^1* + ft* — ^) ' 

Um nun alle Coef&cienten der Gleichung (14) vollständig als Functionen 
der q zu kennen, bleibt uns nur noch übrig, die Functionen tp und i^ näher 
zu bestimmen. Man vergleiche zu dem Ende den Coefßcienten von xz in 
der ersten abgeleiteten Gleichung und den von yz in der zweiten mit den 
analogen Coef&cienten der ursprünglichen Gleichung und setze in den so er- 
haltenen Gleichungen 

für a, j3, 9^ und die Q^ ihre vorhin gefundenen Werte ein. Durch einfache 
Überlegungen erkennt man, dass man, wenn 

f{x) = a;» — Ax^ + Ärr — 
gesetzt wird, 

annehmen muss, und hat hiermit alles, was zum Studium der Flächen zweiten 
Grades vom Standpunkt der natürlichen Geometrie aus nötig ist 
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§ 189. 

Erteilt man z irgend einen festen Wert, so stellt die Gleichung (14) 
einen Kegelschnitt dar, der in ein Geradenpaar ausartet ftlr diejenigen Werte 
von ;er, welche die Discriminante 

ei^ ßz = qj^q^^e {Ce — 2^^^) 

ae ße 2y^ — 2z 

zum Verschwinden bringen, d. h. für iE? = und för Cz ^= 2q^q^. Also 
ist jeder ebene Schnitt einer Fläche zweiten Grades ein Kegel- 
schnitt, und parallel zu jeder Ebene giebt es zwei ausgeartete Schnitte, 
deren Ebenen die Fläche offenbar berühren. Wir sehen also, wenn wir die 
Discussion der Ausnahmefälle beiseite lassen, dass jedem Punkte M ein Punkt 
N entspricht, dessen Coordinaten, bezogen auf das Fundamentaltrieder mit 
dem Anfangspunkt in If, durch die Bedingungen 

SZ^x + az = , 6^2y + i3j? = 0, Cz = 2q^q^ 

definiert sind, und zwar ist das Entsprechen zwischen den beiden Punkten 
derart, dass in ihnen die Tangentialebenen der Fläche zweiten Grades parallel 
sind. Hiemach ist klar, dass, wenn die Fläche einen Mittelpunkt besitzt, 
dieser die Sehne MN halbieren muss. Man wird daher sagen können, dass 
ein Mittelpunkt existiert und seine Coordinaten 



^0 



9i9t 



sind, nachdem man (was sich leicht machen lässt) verificiert hat, dass diese 
Coordinaten den Unbeweglichkeitsbedingungen genügen. Soll der Punkt M 
ein Scheitel sein, so muss man a^QS^O, y^^^^ haben, und dann stellt 
Zq die Länge der zugehörigen Halbaxe dar. Sind also X, ft, 'T die als ver- 
schieden vorausgesetzten Wurzeln von /*, so wird eins der drei Scheitelpaare 
und damit eine der drei Axen definiert, indem man (z. B.) q.^^s^l^ q^^srssfi, 
nimmt, in welchem Falle die Länge c der Halbaxe durch (?^=s.X^ gegeben 
sein wird. Wenn man also beachtet, dass C/»»ilfiv, so sieht man, dass die 
Quadrate der Halbaxen 

^ CX^ ^ Oft » ^ Cv 

sind, und dass infolgedessen der Wert der Constanten C das Inverse von 

Yahc ist Dass die drei Axen ein orthogonales Tripel bilden, geht aus der 
symmetrischen Form hervor, welche die Gleichung (14) annimmt, wenn man 
den Anfangspunkt der Coordinaten in den Mittelpunkt der Fläche verlegt 
Man erhält in der That, wenn man z m z -{- c verwandelt und beachtet| 
dass Ä = k-^- (i '{' V ist, 

(1«) S + |; + 5 = i; 

und dann ist es leicht, sich dieser Gleichung zu bedienen, um die ver- 
schiedenen Formen reeller Flächen zweiten Grades zu discutieren, ent- 
sprechend den Annahmen dreier oder zweier Paare reeller Scheitel oder 
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nur eines Paares. Im ersten Palle hat man das Ellipsoid, im zweiten 
das einschalige Hyperboloid und im dritten das zweischalige Hyper- 
boloid. Inzwischen bemerke naan, dass die durch die Gleichung Qi^'^l 
definierte Ernmmungslinie durch die beiden Paare von Scheiteln hindurchgeht, 
welche den Werten fi und v des andern Parameters q^^ entsprechen. Da 
^2 SB ist, so ist die betrachtete Linie eben (§ 147). Also sind die drei 
Hauptdiametralschnitte, d. h. die durch die Hauptebenen (Ebenen, die durch 
zwei Axen hindurchgehen) erzeugten Schnitte, Ejrümmungslinien und gleich- 
zeitig geodätische Linien der Fläche. Dies ist übrigens evident, wenn man 
sich überlegt, dass die Normalen der Fläche längs eines Hauptdiametral- 
schnittes sämtlich in der Ebene des Schnittes liegen, bezw. wenn man be- 
merkt, dass die Hauptebenen die Fläche senkrecht schneiden. Aus dem vor- 
hin gesagten geht aber noch, hervor, dass die drei Curven durch den um- 
stand charakterisiert sind, dass längs einer jeden von ihnen das Quadrat des 
einen Parameters beständig gleich einer Wurzel von f bleibt. 

§ 190. 

Man erhält die Nabelpunkte (c^i^S^^)' lindem man successiv 
^^^s= g^^ = X, fi, V nimmt, in welchem Falle Xq und ^q unbestimmt werden, 
dagegen 

so dass man, um die Lage des Mittelpunktes inbezug auf die Tangential- 
ebene und die Normale in einem Nabelpunkte zu fixieren, die Formeln hat 

V = ± dpcl^ V + yo^ = ± ahcfQ) . 
Man findet so, dass die Entfernungen des Mittelpunktes von den Tangential- 
ebenen in den (reellen oder imaginären) Nabelpimkten — > T"> — sind, 
während die Entfernungen von den entsprechenden Normalen 

±ly(c._a»)(a«-6»), ±|n«*-6^ (&*-«*). 

±i.y(6»_c«)(c»-«») 

sind. Offenbar liegen die Nabelpunkte auf den drei Hauptdiametralschnitten, 
aber sie sind nicht alle reell. So sind z. B. im Falle des Ellipsoids, wenn 
man a > & > c annimmt, die einzigen reellen Nabelpunkte die vier durch 
q^^ ssz q^^ s=s fi definierten Punkte. Sie gehören dem durch die kleinste und 
die grösste Axe bestimmten Schnitt an und sind durch diesen umstand und 

dadurch definiert, dass ihre Entfernung vom Mittelpunkt j/a* + c* — 6* ist, 
also kleiner als a und grösser als c. Die andern Nabelpunkte sind imaginär 
gerade deshalb, weil sie den concentrisch zum Ellipsoid mit den Badien 

Yh^ -}- c* — a* < c und ]/a* +6* — c* > a beschriebenen Kugeln ange- 
hören, von denen also die erste zu klein, die zweite zu gross ist, um das 
Ellipsoid zu schneiden. Die vier reellen Nabelpunkte vereinigen sich zu 
zwei Paaren F, Q und F\ G' diametral gegenüberliegender Punkte, und 

die Tangentialebenen in diesen Punkten sind aUe um -y vom Mittelpunkt 
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des Ellipsoids entfernt. Die einzigen (reellen) Efeisschnitte der Fl&che liegen 
offenbar in Ebenen, die zu den genannten Tangentialebenen parallel sind, und 
zwei von ihnen, nftmlich die in Diametralebenen liegenden, haben den 
Badins &. Auch das zweischalige Hyperboloid hat nur zwei Paare von 
reellen Nabelpunkten, und zwar auf jeder Schale eins. Dagegen sind die 
Nabelpunkte des andern Hyperboloids sämtlich imaginär. 



§ 191. 

Die Krümmung einer Fl&che zweiten Grades in einem Punkte 
M ist proportional der vierten Potenz der Entfernung des Mittel- 
punktes von der Tangentialebene in If. In der That ist 

Hierbei bemerke man, dass nur die einschaligen Hyperboloide (a^&'c'<0) 
negative Krümmung haben und daher die einzigen Flächen zweiten Grades 
mit Mittelpunkt sind, die von reellen Geraden erzeugt werden. Wir wissen 
bereits, dass, wenn sich M längs einer Erzeugenden unendlich von der cen- 
tralen Lage entfernt, K nach Null convergiert. Es muss daher auch b^ 
nach Null convergieren, d. h. die Tangentialebene enthalt in der Grenzlage 
den Mittelpimkt. Also ist die asymptotische Developpable (§ 178) 
einer Fläche zweiten Grades ein Kegel mit dem Scheitel im 
Mittelpunkt. Bezieht man den Kegel auf den Scheitel und die Haupt- 
ebenen, so ist seine Gleichung offenbar die Gleichung (18) selbst, in der 
man auf der rechten Seite an Stelle von 1 gesetzt hat. Mit Hilfe dieser 
Gleichung sieht man sofort, dass der ABymptotenkegel, der nur im Falle des 
EUipsoids imaginär ist, von dem einschaligen Hyperboloid vollständig umgeben 
ist, dass er dagegen die beiden Schalen des andern Hyperboloids umgiebt und 
sie voneinander trennt. Wenn femer der Punkt Jlf, indem er eine gegebene 
Erzeugende durchläuft, die centrale Lage annimmt, so wird die Entfernung 
0Q ein Maximum. Mithin sind die Ebenen, die längs der Strictions- 
linie eine Fläche zweiten Grades berühren, senkrecht zu den vom 
Mittelpunkt auf die Erzeugenden gefällten Loten. Gehört also M 
der Strictionslinie an (d. h. dem Ort der Gentralpunkte der Erzeugenden der 
beiden Scharen), so hat man Sfo"^ ^o ^ ^9 ^^ ® ^^^ Bedingung 27 s=s Q 
oder q^ cos* oo -|- q^ sin* « = gentigt, die die Neigung der Erzeugenden 
gegen die Krümmungslinien definiert. Daraus folgt, dass die Strictionslinie 
durch die Belation q^x^ -j- 9.%y{? "= ^ charakterisiert wird. Setzt man 
für Xq und y^ die Werte (17) ein, so sieht man, dass ihre Gleichung in 
krummlinigen Coordinaten 

(19) (Z,*&* (ft* +q^^-A) + C=0 

ist. Sie ist gleichbedeutend mit ^yz^^^l und drückt aus, dass die Pro- 
jectionen des Mittelpunktes auf die Normalen längs der Strictions- 
linie die von der Fläche auf diesen Normalen bestimmten Ab- 
schnitte halbleren. Es ergiebt sich in der That aus der Formel (14), 

dass die Länge dieser Abschnitte — = 2irQ ist Mit Hilfe der Gleichung 
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(19) kann man ohne Schwierigkeit die Strictionslinie untersuchen. Sie geht 
durch alle Scheitel, die für sie Inflexionspunkte sind, und ist symmetrisch 
inbezug auf die Hauptebenen. 



§ 192. 

unter den Curven auf einer Mäche zweiten Grades sind bemerkenswert 
die Poloiden, d. h. die durch folgende Eigenschaft definierten Curven: Die 
Tangentialebenen längs einer Poloide sind gleich weit vom Mittel- 
punkt entfernt Nach dem in § 191 gesagten ist klar, dass die Krüm- 
mung einer Fläche zweiten Grades längs jeder Poloide constant 
ist. Wenn man bemerkt, dass die Gleichung dieser Curven in krumm- 
linigen Coordinaten qj^q^= Oonst ist, und dass man andererseits 

ö~ l<>g QiQ% = « cos w + j? sin 00 

hat, so sieht man, dass die Neigung cd einer Poloide gegen eine Ejrümmungs- 
linie durch die Formel 

gegeben ist. Die Substitution dieses Wertes von o in die Formeln (l2), 
(15) imd (19) des vorigen Kapitels liefert alle Elemente, die für die Unter- 
suchung der Poloiden vom Standpunkt der natürlichen Geometrie nötig sind. 
Zu einer andern Eigenschaft dieser Curven gelangt man durch die Be- 
merkung, dass der auf der Fläche zweiten Grades durch die zur Tangential- 
ebene parallele Diametralebene hervorgebrachte Schnitt durch die Gleichung 
SZ^x* -{- dZ^y^s^ Zq dargestellt wird, so dass die Quadrate der Halbaxen 
dieses Schnittes 

^0 1 'fo ^ 



^1 ^ffi"' ^1 C^ft" 

sind. Daraus folgt, dass die Parameter q^ und q^ umgekehrt proportional 
den Halbaxen dieses Schnittes sind. Derselbe ist eine reelle Ellipse im 
Falle des Ellipsoids, und man kann alsdann sagen: Wenn ein Punkt eine 
Poloide durchläuft, so bewahrt der zur Tangentialebene parallele 
Diametralschnitt einen constanten Flächeninhalt. Endlich zeigt 
eine leichte Rechnung, dass die auf dem Ellipsoid tangential zu jeder 
Poloide gemachten Normalschnitte in dem Berührungspunkt einen 
Scheitel haben. 



§ 193. 

Wenn man mit Sq die Länge der zu Mx parallelen Halbaxe multipli- 
ciert, so erhält man einen von q^ unabhängigen Wert. Also gilt der Satz: 
Längs d^n Krümmungslinien einer Fläche zweiten Grades ist das 
Product des zu der Tangente parallelen Durchmessers mit der Ent- 
fernung des Mittelpunktes von der Tangentialebene constant. Wir 
wollen uns jetzt die Frage stellen: Ist dieses eine für die Krümmuftgslinien 
charakteristische Eigenschaft? Nach dem über die Dupin'sche Lidicatrix 

Coaäro, nAtürl. Qeometrie. 16 
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gesagten (§ 158) ersieht man sofort, dass die halbe Länge Z des zu einer 
beliebigen Tangente, die gegen Mx um a> geneigt ist, parallelen Durchmessers 
durch die Formel 

i^=k— 



gegeben ist, und dass infolgedessen die angegebene Eigenschaft allen Gurven 
zukommt, längs welchen 

cos* a , sin' « r« j. 
5 =- = Const. 

«i" ^ 3i' 
ist. Wendet man nun auf die linke Seite die Operation 



/cos*« , sln*<io\ /a sin (D . ß cos m . gi'^3i'^«\ . « 



an, so erhält man leicht 
d /cos* m 

dB 

und man kann der Grösse, die auf der rechten Seite in Klammem steht, 
auch die Form 

geben, da man auf Grund der Formeln (16) 

hat. Es ist also, wenn man sich an die erste Formel (19) des vorigen 
Kapitels erinnert, 

/ft/\\ a /cos*« , Bin*«\ «1*— 3,*^„. o 
(20) ^( i 5-1 = \ %„% § sm 2«. 

Mithin kommt die angegebene Eigenschaft nicht bloss den Krümm ungs- 
linien (oo = 0, o = ~ö~) ^^' sondern, wie Joachimsthal bemerkt hat, 

auch den geodätischen Linien (§ = 0). In jedem Falle dient die Formel 
(20) zur Berechnung der geodätischen Krünmiung einer beliebigen Linie, die 
auf einer Fläche zweiten Grades gezogen ist. 



§ 194. 

Wichtige Folgerungen aus dem Theorem von Joachimsthal sind von 
Boberts angegeben worden. Betrachten wir ein Ellipsoid, und verbinden 
wir durch geodätische Linien einen beliebigen Punkt Hl mit zwei reellen 
Nabelpunkten, die sich nicht diametral gegenüberliegen, z. B. J^ und F', 
Längs der einen wie der andern geodätischen Linie bewahrt das Product 
Izq einen constanten Wert, und da nach dem am Schluss des § 190 gesagten 
der Wert von Iz^ sowohl in F als auch in F' gleich ac ist, so wird auch 
in M die Grösse le^ und infolgedessen l einen einzigen Wert haben müssen. 
Denkt nMUi aber an die Bedeutung von Z, so sieht man sofort, dass die Tan- 
genten der beiden geodätischen Linien in M gegen die Axen der Dupin'schen 
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Indicatrix gleich geneigt sind. Also halbieren die Krümmnngslinien 
eines Ellipsoids in jedem Punkte M die Winkel der geodätischen 
Linien, welche M' mit zwei Nabelpunkten verbinden, die sich 
nicht diametral gegenüberliegen. Infolgedessen sind MF und MG 
Bogen einer und derselben geodätischen Linie, und da M ein auf der Fläche 
beliebig gewählter Punkt ist, so sieht man, dass die von einem Nabel- 
punkt ausgehenden geodätischen Linien in dem diametral gegen- 
überliegenden Nabelpunkt zusammenlaufen. Es ergiebt sich femer 
aus der Grundeigenschaft der geodätischen Linien (§ 153), dass die Ent- 
fernung der beiden Nabelpunkte längs einer beliebigen geodätischen Linie 
gerechnet, immer dieselbe ist. Hiemach ist folgendes klar: Wenn man einen 
biegsamen, aber unausdehnbaren Faden um ein vollkommen glattes Ellipsoid 
längs des mittleren Hauptschnittes spannt, so kann sich das Ellipsoid wie 
eine Kugel frei um FG oder F'G' drehen, indem es den Faden deformiert, 
aber ohne dass derselbe auch nur einen Augenblick aufhört über die Fläche 
gespannt zu bleiben.' Ln allgemeinen Falle passiert es dagegen, dass der 
Faden die Fläche verlässt oder aber bei der Bewegung mit fortgeführt wird, 
indem er fest an der Fläche haften bleibt. Wir wollen endlich auf eine 
andere wichtige Eigenschaft hinweisen, die wir hier nur als Satz aussprechen: 
Die Erümmungslinien eines Ellipsoids sind die örter der Punkte, 
deren geodätische Entfernungen von zwei Nabelpunkten, die sich 
nicht diametral gegenüberliegen, eine constante Summe oder 
Differenz haben. Sie sind also sozusagen die Ellipsen und die Hyperbeln 
der Fläche. Diejenigen, welche sich inbezug auf die Brennpunkte F und 
F' als Ellipsen betrachten lassen, sind gleichzeitig Hyperbeln inbezug auf 
F und G' und umgekehrt. Daraus folgt, dass ein Stift, der bei seiner 
Bewegung einen biegsamen und unausdehnbaren Faden gespannt Mit, den man 
mit seinen Enden in F und in F^ befestigt hat, auf der Fläche eine Erüm- 
mungslinie beschreibt, und es gelingt auf diese Weise, indem man die Länge 
des Fadens vergrössert oder verkleinert, alle Erümmungslinien der einen 
Schar mechanisch zu zeichnen, um die der andern Schar zu erhalten, 
braucht man nur die Enden des Fadens in F und ia G' oder in F' und G 
zu befestigen. 



§ 195. Weingarten'BOhe Fl&ohen. 

Die Rotationsflächen, die Flächen constanter mittlerer oder totaler 
Erfimmung und viele andere merkwürdige Flächen gehören einer einzigen 
Elasse an, die dadurch charakterisiert ist, dass zwischen den Haupt- 
krümmungen eine Relation besteht. Alle diese Flächen heissen Wein- 
garten' sehe Flächen nach dem Namen des Geometers, der ihre wichtigsten 
Eigenschaften entdeckt hat. Wir beschränken uns hier auf den Beweis 
einer geringen Anzahl von Sätzen, die sich speciell auf die Evoluten der- 
artiger Flächen beziehen. Wir erinnern daran (§ 171), dass die Normal- 
krümmungen und die geodätische Torsion des ersten Mantels der Evolute 
einer beliebigen Fläche mit Hilfe der Formeln 

16 • 
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bestimmt werden, aus denen man unter Berücksichtigung der Formeln (30) 
des vorigen Kapitels 

ableitet, um den Wert K"^ der Krünmiung in dem entspreclienden Punkte 
des zweiten Mantels zu erhalten, braucht man nur in dem vorstehenden 
Ausdruck B^ mit B^ und s^ ndt s^ zu vertauschen. Man findet darauf 

dBi dB^ 

jT^f TT^fr J_ a^i d8i 

^ ^ ~ l* dB^dB^' 

Andrerseits ist, wenn die Fläche eine Weingarten'sche, sein soll, auf Grund 
der Definition notwendig und hinreichend, dass die Functionaldeterminante 
der B null ist, d. h. dass man hat 

dBi dB^ dBi dBf 

Folglich ist K' K" = ji • Wir finden hiermit folgendes Theorem von H a 1 p h e n : 

Soll eine Fläche zu der Klasse der Weingarten'schen Flächen 
gehören, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass das Pro- 
duct der Krümmungen der Mäntel der Evolute in zwei ent- 
sprechenden Punkten gleich dem reciproken Wert der vierten 
Potenz des Abstandes dieser Punkte ist. Eine andere charakteristische 
Eigenschaft ist von Bibaucour entdeckt worden bei der Aufsuchung der 
Bedingung dafür, dass den Asymptotenlinien des einen Mantels die des 
andern entsprechen. Es sei od inbezug auf die Krümmungslinien von (Jlf ) 
die Neigung derjenigen Curve, welche M durchlaufen muss, damit das za- 
gehörige Krümmungscentrum C^ eine Asymptotenlinie von ((7^) beschreibe, 
und tu' sei die Neigung dieser Asymptotenlinie gegen die Tangente Mz, 
Zwischen o und tu' besteht eine Relation, die sich leicht aus den Formeln 
(27) des vorigen Kapitels ableiten lässt, indem man die dritte durch die 
zweite dividiert: 



■=5" cot fo' = ö-^ cot 00 + ö— 



Will man nun o» in der Weise bestinunen, dass C^ eine Asymptotenünie 
von ((7^) beschreibt, so muss man haben 

S^/ cot* w' — 22' cot oo' + g>?,' = , 

d. h., wenn man für die S)?', für C und für co' die vorhin erhaltenen Werte 
einsetzt, 

cot « = ± ^ J- i/=nr . 

Sollen sich auf den beiden Mänteln die Asymptotenlinien entsprechen, sollen 
also, wenn M in der Richtung fortrückt, die durch den Winkel m mit Mx 
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(oder — (0 mit My) definiert ist, die Krümmungscentra C^ und Cj auf 

den Asymptotenlinien der bezüglichen Mäntel fortzurücken streben, so muss 
man für denselben Wert von oo haben 



cot 



(f-») = Tt>'=^. 



1 



mithin K'K''=j^' Daher der Satz: Sollen auf den beiden Mänteln 

der Evolute einer Fläche die Asymptotenlinien einander ent- 
sprechen, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass die Fläche 
der Klasse der Weingarten'schen Flächen angehört. 



§ 196. 

In analoger Weise könnte man die Bedingung dafür suchen, dass ein 
Entsprechen zwischen den Erümmungslinien der beiden Mäntel stattfindet. 
Aber diese imd andere Untersuchungen lassen sich mit grösserer Leichtigkeit 
durchführen, wenn man das Entsprechen zwischen den beiden Mänteln, d. h. 
zwischen irgend einer Fläche (Jtf) und einer ihrer Complementärflächen {M'\ 
einer directen Betrachtung unterzieht. Wir betrachten auf der ersten Fläche 

eine Schar krummer geodätischer Linien {&l^ ^ 0) und wählen sie als 
g^- Linien, so dass^ wenn wir die Entfernung MM' mit l bezeichnen, 

ist. Bemerken wir inzwischen, dass nach der Formel von Gauss (der dritten 
Codazzi'schen Formel) l an die Krümmung von (üf ) durch die Differential- 
gleichung 

(21) I- + 1 Kl^ 

gebunden ist. Dies vorausgeschickt liefern die Fundamentalformeln, ange- 
wandt auf den Punkt M\ dessen Coordinaten x^=ly y = g =sa sind, 

^Sn^ly 

= —tl. 

Also ist im Punkte M' die iP'-Axe, welche senkrecht auf der Fläche {M^ 
steht, parallel zur ^-Axe. Wenn man nun die ^'-Axe parallel zu Mz und 
die x'^-Axe in entgegengesetztem Sinne wie Mx richtet, so gelangt man 
leicht, indem man wie in § 171 verfahrt, zu den Relationen 

dsi CS, • ^ ^«, ' ^ ds^ ds^ dsi yds, ' / cs^ ^ 

in denen zur Abkürzung 



da, ds,^^' 


da, ' 


dz 

da. 


9x dl 

da^ a«, ' 


da^ ' 


dz 

da^ 
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gesetzt worden ist. Man braucht femer nur die Bedingungen für die ün- 
beweglichkeit des Punktes ( — x -\- l^Zj y) inbezug auf das Trieder (-3f') 
zu schreiben unter Berücksichtigung derjenigen des Punktes (x^y^ß) inbezug 
auf das Trieder (üf), um wie in dem genannten Paragraphen zu den Re- 
sultaten 

^i' = o, §,'==-{, 

die vorauszusehen waren, und zu folgenden anderen zu gelangen: 



_^^ _^ = ^ 



1 



m, Kl ryj (dl ,A .^ dl kl 



r^ (dl , A , ^ dl 

Man bemerke hier, dass sich 

kV 



(22) z'=g)r/2)?,'-r»=-^. 



ergiebt, folglich unter Benutzung von (21) 

irjT'— 1_??LÜ 
^^ ~ V kV a«, ' 

woraus zu entnehmen ist, dass die von Halphen für die Evoluten der 

Weingarten'schen Flächen gefundene Bedingung gleichbedeutend mit ^ — = 

ist, und diese sagt aus, dass ^^ ®^® Thmction des Parameters q^ allein ist. 
Daher der Satz: Soll eine Fläche ein Mantel der Evolute einer 
Weingarten'schen Fläche sein, so ist dazu notwendig, dass sie 
eine Schar geodätisch paralleler Linien besitzt, die constante 
geodätische Krümmung haben. Die Bedingung ist nicht hinreichend. 
In der That haben wir iminer die Scharen gerader geodätischer Linien aus- 
geschlossen, da es unerlässlich ist, dass die Tangenten der betrachteten geo- 
dätischen Linien eine Congruenz bilden, und andrerseits haben wir in § 187 
Gelegenheit gehabt uns von der Existenz von Begelflächen zu überzeugen, 
deren Erzeugende von Linien constanter geodätischer Krümmung orthogonal 
durchsetzt werden. 



§ 197. 

Jetzt gestattet uns die in § 181 gemachte Bemerkung zu behaupten, 
dass jeder Mantel der Evolute einer Weingarten'schen Fläche auf 
eine Rotationsfläche abwickelbar ist. Ist eine Relation ^%=^ ^{B^ 

gegeben, so leitet man aus ^^=^ ?" ' ^^^^ ™^^ bemerkt, dass dq^ = dR^ 

ist, successiv ab 

dq, Ä,~Ä,' ^2 ^ 

SO dass man nur 

f{8) — C^ — 9W 

ZU setzen braucht, damit die Gleichung (9) den Meridian einer Rotations- 
fläche darstellt, auf die der erste Mantel der Evolute jeder durch B^^^tp{Il^ 
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definierten Weingarten'schen Fläche abwickelbar ist. Die Gestalt dieser 
Rotationsfläche hängt, wie man sieht, einzig und allein von der Natur der 
zwischen B^ und B^ stattfindenden Beziehimg ab. Umgekehrt ist jede auf 

eine Rotationsfläche abwickelbare Fläche ein Mantel der Evolute 

I 

einer Weingarten'schen Fläche, falls sie nicht aus den Binormalen 
einer Linie constanter Torsion besteht Diese Sätze verdanken wir Wein- 
garten. Es ist femer klar, dass die Rotationsflächen, auf die sich die 
Mäntel der Evolute einer Weingarten'schen Fläche abwickeln lassen, welche 
der durch Ji?s = 9>(-ßi) oder durch Jß^ = if;(12,) definierten Klasse angehört, 
die Evoluten derjenigen Rotationsflächen sind, welche derselben E[lasse an- 
gehören, und deren Meridiane daher durch die Eigenschaft definiert sind, 
dass der zwischen Incidenzpunkt und Rotationsaxe enthaltene Normalen- 
abschnitt gleich (p (ß) oder t|; (fi) ist. Wenn, wie es sehr häufig vorkommt, die 
Relation zwischen B^ und E^ symmetrisch ist, so fallen die beiden Rotations- 
flächen, auf die sich die Evolutenmäntel der betrachteten Weingarten'schen 
Fläche abwickeln lassen, in eine zusammen. Ln besondem sind auf ein 
Catenoid abwickelbar die beiden Mäntel der Evolute jeder Fläche 
constanter negativer Krümmung und auf die Evolute eines Cate- 
noids die beiden Evolutenmäntel jedes Elassoids. 



§ 198. 

Kehren wir zum Schluss zu der am Anfang des § 196 ausgesprochenen 
Frage zurück. Bei Anwendung der Fundamentalformeln auf die Cosinus' 
& = 0, /3a=sl, y = ergiebt sich 

^a sin (D ^ß n. ^y TT l ^\T ' 

57 T'. 57 = ^' 37 tL cos m -{- &l, sm m . 

Will man nun haben, dass M'z' eine Developpable erzeugt, so muss man 
(vgl. § 123, b) o> in der Weise bestimmen, dass die Bedingung 

a da dx 

ß öß öy =0 

y öy dz 

erfOUt ist, dass man also (nach AusfEÜirung der Rechnung) hat 

2^» + (2^ cos w — 6^2 sin c») j- = . 

Diese Gleichung definiert in jedem Falle die Neigung o> derjenigen Linien 
von (Jtf) gegen Mx^ welche den Krümmungslinien von (M') entsprechen. 
Sollen auch sie Krümmungslinien auf (M) sein, so muss überdies Q^q, für 
00 verschwinden. Die Bedingungen 

2^ cos 2(» + Y (SZ^ — SZ^) sin 2© = , 
(2^ cos w — 91^ sin m) (cos a> ö [- sin o» ö — 1 = 
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müssen sieb daher auf eine einzige Bedingung reducieren. Aus der Identi- 
fication ergiebt sich, wenn wir den Fall der abwickelbaren Flächen beiseite 
lassen, 

ds, "' a«, "' 

d. b. l muss einen constanten Wert a haben. Wir können also folgenden 
weiteren Satz von Bibaucour aussprechen: Sollen den Krümmungs- 
linien des einen Mantels der Evolute einer Fläche auf dem andern 
Mantel dessen Krümmungslinien entsprechen, so ist dazu not- 
wendig und hinreichend, dass die Entfernung der Hauptkrüm- 
mungscentra der betrachteten Fläche constant ist. Dieselbe moss 
mit andern Worten eine specielle Weingarten'sche Fläche sein, welche der 
durch die Relation B^ — J^ = Const. definierten Klasse angehört. Unter 
dieser Annahme liefern die Formeln (21) und (22) 

d. h. die beiden Mäntel sind Flächen constanter negativer Krüm- 
mung. Dies Hess sich voraussehen auf Grund der Schlussbemerkung im 
vorigen Paragraphen. Es ist in der That klar, dass die Evolventen der 
Tractrix vom Parameter a die Eigenschaft gemessen, dass bei ihnen die 
Differenz des Krümmungsradius und des zwischen dem Incidenzpunkt und 
der Asymptote der Tractrix enthaltenen Normalenabschuitts best^dig gleich 
a ist. Daraus folgt, dass die Evoluten der von Bibaucour betrachteten 
Flächen sich auf die Pseudosphäre vom' Parameter a abwickeln lassen. Sie 

haben daher wie diese die constante Krünmiung ^, Ist umgekehrt eine 

Fläche mit der Krümmung ^ gegeben, und costruiert man auf den Tan- 
genten einer einfach unendlichen Zahl geodätischer Linien, die in einem un- 
endlich fernen Punkte zusammenlaufen von den Berührungspunkten ausgehend 
nach der Richtung, in welcher die geodätischen Linien dem gemeinsamen 
Punkte zustreben, Strecken von der Länge a, so liegen die Endpunkte dieser 

Strecken auf einer zweiten Fläche von der Krünmiung 1 1 die zusammen 

mit der ersten die Evolute einer Weingarten'schen Fläche bildet, und zwar 
entsprechen den Krümmungslinien wie auch den Asymptoten- 
linien der gegebenen Fläche die analogen Linien der andern. 



Dreizehntes Kapitel. 
Infinitesimale Deformationen der Flächen. 



§ 199. 

Wir denken uns^ dass die Punkte einer Fläche (M) unendlich 
kleine Verrückungen erfahren, um eine andere Fläche (Jf') zu bilden, 
und stellen uns die Aufgabe, die Änderungen zu studieren, welche dabei 
in den fundamentalen Krümmungen von (M) entstehen. Es seien 
M, t?, w die Projectionen der Verrückung MM' auf zwei orthogonale 
Tangenten und auf die Normale von (Jf) im Punkte M.^ Durchläuft 
M in der Tangentialebene eine Strecke ds, die um a gegen die x-Axe 
geneigt ist, so erleiden die Coordinaten (x = u, y = v, z = w) des 
Punktes M' Variationen, die durch die bekannten Fundamentalformeln 
(§154) 



(1) 



— = (1 -|- Wj) cos CO + Mg sin o , 
-?^ = r^ cos o + (1 -{- Vj) sin m , 

d8 



= Wj cos © + ^2 sin CD 



gegeben sind. Wir haben in ihnen zur Abkürzung gesetzt 



^2) 









Qviadriert und addiert man die Formeln (1), so erhält man ds'^{l-\-9)ds, 
wo abgesehen von unendlich kleinen QrSssen höherer Ordnung 

^ z= u^ cos^ ^ -\- {^i'\- Wg) cos CD sin CO + t?, sin* co 

ist. Offenbar reduciert sich 0, welches die lineare Dilatation pro 
Längeneinheit darstellt, in der Richtung Mx auf u^ und in der Richtung 
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My auf v^. Das Flächenelement ds^ds^ transformiert sich also in 
(1 + ^i) (1 + v^dSy^ds^, Wenn man daher mit (1 + B)ds^ds^ den 
Inhalt des deformierten Elements bezeichnet, wenn also B die Flächen- 
dilatation pro Flächeneinheit ist, so hat man unter Vernachlässigung 
unendlich kleiner Grössen von höherer Ordnung B==^u^ -f-^s ^^^^ ^^^^ (^) 

Diese Formel zeigt, dass es nur bei den Elassoiden {H=^Qi) ein- 
tritt; dass die normale Yerrückung keinen Einfluss auf die 
Dilatation hat. Wenn die Fläche unausdehnbar ist, so muss sich 
die Function O identisch auf Null reducieren, d. h. es muss u^ ^= 0, 
f?j = 0, f?j -{- Uj = sein, folglich auch ö = . 



§ 200. 

Die Formel (3) bietet uns Gelegenheit; eine wichtige Eigenschaft 
der Elassoide in Evidenz zu setzen. Eine geschlossene ebene Linie 
bestimmt auf jeder beliebigen Fläche ein Gebiet; das sicher grösser ist 
als dasjenige, welches sie in der Ebene begrenzt, die sie enthält. Wenn 
die Linie aber gewunden ist, so tritt eine andere Fläche an die Stelle 
der Ebene, um innerhalb der gegebenen Begrenzung ein kleinstes Ge- 
biet zu liefern. Eine derartige FUlche heisst eine Minimalfläche. De- 
formiert man sie unendlich wenig derart; dass sie nicht aufhört die 
gegebene Curve zu enthalten, so ist die erste Variation des von der 
genannten Curve begrenzten Gebietes notwendig null, man hat also 
ffBds^ds^=0. Lizwischen ist a priori klar; dass die tangentialen 
Yerrückungen keine Variation des von der festen Begrenzung um- 
schlossenen Gebietes hervorbringen können ; und wir können übrigens 
immer amiehmen, dass der Übergang Yon der einen Flache zur andern 
durch beliebige Normalverschiebungen t/o geschieht. Alsdann wird nach 
(3) die obige Bedingung ffHw ds^ ds^=0. Soll dieselbe für beliebige 
w erfüllt sein, so muss in jedem Punkte S=0 sein. Also ist jede 
Minimalfläche ein Elassoid. Da aber die oben genannte Bedingung 
nicht dazu hinreicht; dass das Gebiet ein Minimum wird; so ist klar, 
dass ausnahmsweise ein Elassoid kein kleinstes Gebiet liefern kann, um 
besser einzusehen; wie es kommt; dass die tangentialen Verrückungen 
keinen Einfluss auf die erste Variation des Gebietes habeU; bemerken 
wir; dass 
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ist^ wo das letzte Integral über die ganze Begrenzung erstreckt sein 
soll. Da nun auf der Begrenzung u und v verschwinden^ so ist 



§ 201. 

Die Bichtungscosinus' der Tangente der Bahncurve von M' haben 
oJSenbar die Werte (1), dividiert durch 1 -\- O oder (abgesehen von 
unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung) multipliciert mit 1 — O. 
Diese Multiplication fOhrt zu den Resultaten 

cos G} — fpsinio y sin CD -l" 7 ^^^ ^ ; ^i ^^ (o -{' tv^sin m , 
wenn man 

9 — Vi cos* CD — (uj — t?j) cos CD sin CD — Uj sin* o 

setzt. Da die ersten beiden mit cos (cd -f-^) und sin (m'\-<p) gleich- 
wertig sindy so sieht man klar^ dass <p der Winkel ist^ um den sich 
die betrachtete Gerade in der Tangentialebene dreht. Im besondem 
drehen sich die Axen um t^^ und — u^ ^ mithin stellt v^ 4~ ^ ; ^^^ Oo- 
, efficient des mittleren Gliedes in der Form 9y die Änderung des Winkels 
zwischen den tangentialen Axen dar. Da nun 9 im allgemeinen nur 
in einer Weise auf kanonische Gestalt reducierbar ist^ so kann man be- 
haupten, dass ein einziges orthogonales Tangentenpaar bei der 
Deformation orthogonal bleibt. Dasselbe dreht sich starr in der 

Tangentialebene um einen Winkel t?i = — w, = y (vj — u^) . Da femer 

Vi — U| eine orthogonale Invariante der Form 9 ist, so sieht man, dass 
bei beliebiger Orientierung der tangentialen Axen die geodätische 
Drehung des Flachenteilchens immer durch die Hälfte von ^^^v^ — (i^ 
ausgedrückt wird. Ein beliebiges orthogonales Tangentenpaar 

wird also, nachdem es an der gemeinsamen durch y(^i — ^) S^~ 
messenen Drehung teilgenommen hat, im allgemeinen schief 
wegen einer Ablenkung ^(t^i + Mg), die jede der beiden Tan- 
genten inbezug auf die andere erfährt. Der Ausdruck von d" 
ergiebt sich aus den Formeln (2) unter der sehr einfachen Form 

die von den Normalverrückungen unabhängig ist. 



• • 
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§ 202. 

Bevor wir weitei^ehen, müssen wir bemerken^ dass die sechs 
Functionen t^, w,, »j, Vj, w^j w^ nicht willkürlich sind. Durch An- 
wendung der bekannten Integrabilitätsbedingung 



\d8, + ^vä^ "" fc + ^v ds, 



auf die Ableitungen der Yerrückungen^ die durch (2) gegeben sind, 
findet man die Relationen 



(4) 



a«! a«t 



a«i as. 

Nun bemerke man, dass sich aus den beiden ersten Gleichungen die 
Werte von w^ und w^ in der Form 

(5) wi=u&ii—rs:, w^=r&i^—m 

ergeben, wenn man 

setzt, d. h. nach (2) und nach den Formeln von Godazzi 

TT I /^l ^ I ^ ^ \ TT I /^l ^ I ^ ^ \ 

Setzt man dann die Werte (5) in die dritte Gleichung (4) ein, so erkennt 
man, dass nicht bloss w-^^ und w^ von den andern vier Functionen ab- 
hängen, sondern dass zwischen diesen noch die DijBTerentialgleichung 

+ S>?,M,— 6)?jt>i + 2: («1 — «,) = 

besteht. 

§ 203. 
Im Falle der unausdehnbaren Flächen, wo 

ist, liefern die Formeln (6) 

KU^P-, KV P-- 

asj ' a«i 

Alsdann wird die Gleichung (7) 'D(p = Of wenn man 
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setzt. Es genügen also die Winkel 9 und d" einer Differentialgleichang 
zweiter Ordnung^ die man als die charakteristische Gleichung zu 
bezeichnen pflegt. Es ist klar^ dass umgekehrt jeder Lösung fp der 
charakteristischen Gleichung eine mögliche Defiormation entspricht Denn 
wenn (7) erfüllt ist, so sind auch die Integrabilitatsbedingungen (4) 
erfüllt, mithin existieren die durch die Gleichungen (2) definierten 
Functionen u, v^ w. Sind im besondem a, ß, y die Cosinus', welche 
eine unveränderliche Richtung definieren, so verificiert man leicht, dass 
die charakteristische Gleichung von der Function y erftillt wird, und 
andererseits lasst sich constatieren, dass dieser Function keine eigent- 
liche Deformation, sondern nur eine Änderung der Lage der ganzen 
Fläche im Räume entspricht. In der That kann man jede starre in- 
finitesimale Bewegung der Fläche als Resultat einer Rotation b um eine 
gewisse Gerade (a, /J, y, |, iy, 5) und einer Translation b' parallel zu 
dieser Geraden betrachten, so dass die Yerrückungen die Form 

M = «I + ^' ^ 7 V = srj -\- €'ß , w; == «g 4" ^'y 
annehmen; dann liefern die Formeln (2) 

«l = t72=0, t7i= t/i^z= (p = sy, M?i= — sß, M?2=£a. 

Es wird also bei der Untersuchung einer Deformation im eigentlichen 
Sinne immer erlaubt sein, in u^v^w Glieder, welche die zuletzt an- 
gegebene Form haben, zu yemachlässigen. 

§ 204. 
Wir wählen als neue Axen in der Ebene, welche in IT die de- 
formierte Fläche berührt, die den Werten — v^ und y^'^^ ^^^ 

G} entsprechenden Geraden. Alsdann sind inbezug auf die alten Axen 

die Richtungscosinus' der neuen auf Grund der Formeln (1) die fol- 
genden: 

für die a;'-Axe: 1 , , w?!, 

„ „ y'-Axe: , 1 , w'j, 
„ „ e'-Axe: — Wj, — w^, 1 . 

Zwischen den alten und neuen Goordinaten bestehen also die Relationen: 



(8) 



a;'=a;— (u— M>,»), y'=-y — (» — Wj«), «'—»—(«;+ tOi« +Wjy), 
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Femer drücken sich die DifPerentialquotienten inbezug auf die Bogen 
ds\ die M' dnrchlaufen kann^ durch die alten mit Hilfe der Formel 

g^ = (1 - *) (cos «A + sin CD A) 

aus. Setzt man in derselben fOr cd successiv — v^ und v "t" *S ; ®^ 
gewinnt man die Werte der Differentialquotienten inbezug aaf die 
neuen Axen: 

Es ist also 



§ 205. 

Dies vorausgeschickt stellen wir uns die Aufgabe^ die Variationen 
zu berechnen, welche die verschiedenen Krümmungen infolge der De- 
formation erleiden. Die erste Unbeweglichkeitsbedingung für den Punkt 
(x\ y\ z') inbezug auf die deformierte Fläche ist 

wenn wir das Zeichen 9> benutzen^ um die durch die Deformation her- 
vorgerufenen Variationen anzudeuten^ und D anstatt 9> schreiben, wenn 
bei dem Übergange von der einen zur andern Fläche sich die Coordi- 
natenlinien verschieben. Inzwischen erhält man bei Anwendung von 
(9) auf (8) 

dx' d / I \ / dx , dx \ 

indem man neue und alte Coordinaten einfach als gleich behandelt^ 
wenn sie mit unendlich kleinen Grössen multipliciert sind. Ebenso ist 
die rechte Seite der betrachteten Formel gleichwertig mit 

Unter Beachtung der Formeln (2) sieht man also, dass eD&l^ — yD§j^ 
identisch gleich 

^ + §1^%^ + Sn,(w^x + w^y) — tii (Ij + l) — v^^ 

sein muss. Entwickelt man und berücksichtigt die auf die ursprüngliche 
Fläche bezüglichen Unbeweglichkeitsbedingungen, so erhalt man durch 
Identification die Werte von DSZ^ und D§i^ Durch ein analoges Ver- 
ehren berechnet man D&l^ und D§2f indem man von der zweiteh 



§ 206. § 206. 255 

ünbeweglichkeitsbedingung des zweiten Tripels ausgeht. Man gelangt 
so zn den folgenden Resultaten: 



(10) 



-O^i-^l?— ^i^i+^^'i+^i^«^ -Dgi«g,Vi-giMi-2:«;i-S)?iM;j, 






Man bemerke^ dass auf Grund von (4) die rechtsstehenden Formeln sich 
auch in folgender Weise schreiben lassen: 

Was die geodätische Torsion anbelangt^ so genügt es^ in analoger Weise 
mit der zweiten Ünbeweglichkeitsbedingung des ersten Tripels oder 
mit der ersten des zweiten Tripels zu verfahren^ um zu erhalten 

und 

Diese beiden Ausdrücke sind miteinander gleichwertig auf Grund der 
dritten Formel (4). 



§ 206. 

Jetzt sind wir imstande die Variationen zu berechnen^ welche die 
Deformation in der mittleren Krümmung und in der totalen 
Krümmung hervorruft. Die Formeln (10) links liefern sofort: 

(11) S>fl-= (g|- + §,) Wx + (g^ + §i)u>, - &I,u,-m,v,-€ (r,+«,), 
oder nach Einsetzen der Werte (2) 

Wendet man auf K^^^SZ^SZ^ — JT* dieselben Formeln (10) und die 
zuletzt erhaltenen Formeln an^ so gelangt man leicht zu dem Resultat 

welchem man verschiedene Formen geben kann. Wenn man z. B. darin 
die Werte (5) einsetzt und sich die Formeln von Godazzi vergegen- 
wärtigt^ so erhält man 
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(12) 9>K^ _ JT« + (A + ^^KU+ (g| + ^)kV 

und sieht sofort (§ 203), dass unter der Annahme der ünausdehnbarkeit 
9>K=0 ist^ dass also (ygl. § 170) die Krümmung einer unaus- 
dehnbaren Fläche in jedem Punkte ungeändert bleibt, wenn 
man die Fläche verbiegt. Setzt man dagegen in (11) ftlr tc^ und 
w^ die durch die Formeln (2) gegebenen Werte ein, so findet man die 
Formel 

aus welcher sich z. B. folgendes ergiebt: Wenn man eine Flache con- 
stanter Krümmung derart deformieren wiU, dass die Krümmung un- 
geändert bleibt, so ist jedem Punkte eine infinitesimale Normalver- 
Schiebung zu erteilen, die der charakteristischen Gleichung genügt. 



§ 207. 

Es ist natürlich, dass unter den unendlich vielen möglichen De- 
formationen die Aufinerksamkeit sich besonders auf diejenigen richtet, 
bei welchen sich der zur Form 9 gehörige Kegelschnitt auf einen 
Kreis reduciert. Dann ist das gleiche für (p der Fall, und man hat 
unabhängig von a 



«1 


— »j — 


9 = 


;«, 


»1 


— u. 


— 9 




;». 


Die Formeln 


(6) liefern 
















-KU- 






— 


- KV- 


d9 

' 8«, 


+ 





und (12) reduciert sich auf die besonders einfache Form 

(13) 3>K {K-\-^J*)», 

die unabhängig von der Rotation ist Zwischen Düatation und Rotation 
besteht femer die Di£Perentialrelation (7), die hier die bemerkenswerte 
Form ^ 

(14) d© + l)a' = 

annimmt, wenn man zur Abkürzung 

setzt. Im Falle der unausdehnbaren Flächen reduziert sich (,14), wie 
wir in § 203 gesehen haben, auf die charakteristische Gleichung. Aber 
dieselbe besteht auch ohne dies für diejenigen Werte von @, welche der 
Gleichung d ^=0 genügen, und ist im besondem erfüllt, wenn 9 einen 
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Constanten Wert hat, der alsdann nach (13) die auf die Einheit redu- 
cierte Abnahme der totalen Krümmung misst. Wie übrigens auch die 
Function ®, welche der Gleichung d = genügt^ beschaffen sein mag^ 
immer entspricht ihr eine mögliche Deformation^ die durch das Fehlen 
der geodätischen Drehung charakterisiert^ d. h. yon der Art ist, dass 
man «S* «= hat und infolgedessen 

**""|J' ^""Ij"' -^** = »+jffw, u. s.w. 



§ 208. 

Indem wir zu dem allgemeinen Falle zurückkehren, stellen wir 
uns die Aufgabe, die Yeranderungen zu bestimmen, welche die Defor- 
mation in den Krümmungen der verschiedenen Linien hervorbringt. 
Wenn sich M in einer Richtung verschiebt, die in der Tangentialebene 
von (M) durch den Winkel cd definiert ist, so durchlauft ÜT eine um 
(d'ss (D -j- ^ gegen die a?'-Axe geneigte Curve, wie wenn vermöge der De- 
formation Dio=ip wäre. Erinnert man sich also daran, dass (§§ 155, 163) 

2)?„ rs 2)?^ COS* CO — 2C cos (0 sin CO + ^» sin* co , -^ = — 2^« 
ist, so erhält man 

2)5^^ = cos* o . D6^i — 2 cos CO sin co . BZ + sin* cd . B^^ — 2q>Zf„ 
und im besondem 

Ebenso leitet man aus den Formeln , 

2:«= Z cos 2cD + y(2>?i— 0?2) sin 2c» , ^ = S^«— 5^„+« 
ab 
9>t^ = cos 2c» . Da: + Y sin 2cD . {B&l^ — BSn^) + /S)?«» — 2^o,+^) 9 • 

Im besondem ist die in der geodätischen Torsion der g^ -Linien hervor- 
gerufene Veränderung durch die Formel 

gegeben, und es ist leicht, zu verificieren, dass, wenn die Yerrückungen 
die am Ende des § 203 angegebene Form besitzen, sowohl 9>Z als 
auch 9>&l null sind, umgekehrt ergiebt sich, wenn die Fläche unaus- 
dehnbar ist, die genannte Form unter den Annahmen S>c^i===0, ^c^Tg^O, 
92r =s Aus ihnen und den Formeln (4) leitet man in der That ab 

Getikro, natOrl. Geometii«. 17 
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^I?= ^19 -\- §tt^i , lf = ~§.«>t-^<p 



(15) 



CID, -» , ^ CW. 






Dann ist 

Also hat w?2*+ w?i*+ 9* einen constanten Wert s\ Setzt man jetzt 
^2= ««; ^1 = — «jS; 9 = «y; so sind die Elelationen (15) gerade die- 
jenigen^ welche die Unveränderlichkeit der Richtung (a^ ß^ y) aus- 
drücken. 

§ 209. 

Um schliesslich zu ermitteln ^ um wieviel sich die geodätische 
Krümmung einer beUebigen Linie ändert, bemerken wir, dass die Formel 

^" + 87 "^ ^» *'**^ *" ~ ^* "° ® 
auf der FKche (Jf') 

g<. + 2>§„+(l-*)^((D + 9) = 

(§1 + J>§i) cos (o + 9) - (§, + I>§t) «11 (" + 9) 
wird. Es folgt darans 

Nach einer deichten Rechnung, die wir der Kürze wegen übergehen, 

gelangt man dann, wenn man wieder die auf die Richtung cd -f- ^ 

bezügliche Differentiation durch einen Index kenntlich macht, zu der 
Formel 

Die rechte Seite reduciert sich offenbar auf Null, wenn die Fläche 
unausdehnbar ist, und man findet so das übrigens evidente Resultat 
wieder, dass die geodätische Krümmung der auf einer biegsamen und 
unausdehnbaren Fläche gezogenen Linien unveränderlich ist. 



Vierzelintes Kapitel. 
Die Gongruenzen. 



§ 210. 

Die natürliche Geometrie der Geradensysteme lässt sich auf Be- 
trachtungen gründen^ die denjenigen analog sind^ welche es uns in 
den vorigen Kapiteln ermöglicht haben, die Infinitesimalgeometrie der 
Punktmannigfaltigkeiten in Angriff zu nehmen. In einer Gongruenz, 
d. h. in einer doppelt unendlichen Schar von Geraden, betrachte man 
zwei Yon diesen Geraden, g und g', die unendlich benachbart sind. 
Man wähle g als g-Axe, und die x-Axe möge auch g' senkrecht treffen. 
d(f und pd(f seien der Winkel und der Abstand der betrachteten Geraden, 
so dass p (vgl. §§ 123, c; 124) den Yerteilungsparameter der Tan- 
gentialebenen des Regelflächenelements gg' darstellt. Wenn die Axen 
in die durch ein anderes Flächenelement g'g'^ bestimmte Lage über- 
gehen, so sind die Variationen äx, äy, 00, welche die Goordinaten 
Xf y, z eines Punktes inbezug auf die Anfangslage erfahren haben, gleich 
den etwa eintretenden Variationen dx, dy, dz inbezug auf die beweg- 
lichen Axen, vermehrt um die Variationen, welche ausschliesslich von der 
Bewegung des Coordinatentrieders herrühren, d. h. von der Translation 
{$d6, 0, hdfi) und der Rotation {d6y 0, 'kdi). Man hat also die Formeln 

die auch dann richtig bleiben, wenn x, y, z Richtungscosinus' bedeuten, 
vorausgesetzt, dass man alsdann p und h vernachlässigt, die für die 
Translation charakteristisch sind. Wenn sich die y-Ebene um g dreht, 
so bewegt sich der Anfangspunkt (Centralpunkt) ^gs der Erzeugenden. 
Denken wir uns denselben nach einem unveränderlichen Punkte von g 
in der Entfernung q vom Centralpunkt verlegt, so werden die obigen 
Formeln ♦ 

17« 
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wo zur Abkürzung 

(2) r = Ä-g 

gesetzt worden ist. Dies vorausgeschickt versehen wir die auf eine 
gegebene (im übrigen willkürliche) Lage der y-Ebene bezüglichen 
Grossen mit dem Index 1, während diejenigen ohne Index sich auf die 
Lage beziehen sollen, welche die genannte Ebene nach einer Rotation 
um d einnimmt, so dass 

a; saa tTj cos (D 4" ?! siii ® ; y = — a?! sin CO + ^1 ^8 CO , e =^ e^ 

ist. Wenn man dagegen alles, was sich auf die Lage co «» y bezieht^ 

mit dem Index 2 versieht, so erkennt man, dass ix^==^yi, y« "=» — ^i » 
n^ = z^ ist. Mithin werden die Formeln (1) für eine Lage der y-Ebene, 
die zur ursprünglichen senkrecht ist. 

Wenn man also die y-Ebene in der Anfangslage (o = 0) fixiert, so 
ergeben sich die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fOr die 
Unbeweglichkeit des Punktes (x, y, z) aus (1) und (!') in der fol- 
genden Form: 

dx , dy 1 t ds 

Die Bedingungen fElr die Unveranderlichkeit der Richtung (a, ß, y) 
sind dagegen 

'" Kß , If V + y, % — ß, 



(4) 






Daraas ergiebt sich, wenn man gleichzeitig die Formeln (3) benutzt^ 
dass die Bedingungen 



(5) 






§ 210. § 211. Formeln Ton Hamilton. 261 

zusammen mit (4) notwendig und hinreichend sind für die ünbeweg- 
lichkeit der Geraden {a^ ß^ Y}%y '^j £)* ^^ ^^"^^ ^^ ^^^ Fundamental- 
formeln für die natürliche Analysis der Gongmenzen. 



§ 211. Formeln von Hamilton. 

Die einem beliebigen Winkel m entsprechenden Differentialquotienten 

^- setzen sich sehr einfach aus den Differentialquotienten ö— « ö— - 
CO ^ cc^^ do^ 

zusammen. Um die Coefficienten A^, A, in dem Compositionsgesetz 

zu bestimmen^ braucht man in der That nur zu bemerken, dass die 
Bichtungscosinus' von g \ welche offenbar gleich sin o . dö, — cos a.dö^j 1 
sind; sich andererseits unter Benutzung der Formeln (4) gleich X^ddy 
— Xid6y 1 ergeben, so dass Ai«»coscd, A2»»sinGi ist. Also ist 

(6) 5- = cos CD ^ H sm CD ä— • 

Dies vorausgeschickt findet man leicht, indem man sich der Formeln 
(3), angewandt auf den Anfangspunkt 0, bedient, dass die Coordinaten 
der Projection yon 0' auf die (:r,y) -Ebene, wenn g in die durch den 
Winkel a> definierte Lage g' übergeht, 

(Pi cos a> — g, sin cd) dö , {q^ cos cd -|- jp, sin cd) dö 

sind. Andererseits liefern, wenn man die (Xyg)- und die (y,f)-Ebene 
um g die Drehung cd hat ausführen lassen, die Formeln (1) direct die 
Werte pdö und qdö für die Coordinaten jenes IHmktes, bezogen auf 
die neuen Axen. Also ist 

jp =s (|>i cos CD — g, sin cd) cos cd + (g^ cos cd + p, sin cd) sin cd , 

q SB (gr^ COS CD -|- ft siu Cd) COS CD — (j^^ COS CD — g, siu Cd) siu CD , 

oder 

(7) P = Pi cos* ® + (?i — ?j) ^^ a> sin CD + p, sin* cd , 

(8) 2 = ?i cos* ® — (Pi — p,) cos cd sin cd -j- g, sin* cd . 

In diesen beiden Relationen (den Formeln von Hamilton) sind die 
grundlegenden Eigenschafben der Gongmenzen zusammengefasst. Durch 
sie gelangt man, wenn man cd eliminiert, zur Kenntnis der äusserst 
einfachen Beziehung, die zwischen p und q besteht: 

(9) (p — Pj)(p — p,) + {q — q{){q — ?,) = 0. 
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§212. 

Addiert man — zu <d, so findet man f&r p and q Werte p' nnd 
q von der Beschaffenheit, dass 

ist. Die erste Gleichung führt (vgl. § 168) zu dem Begriff des mitt- 
leren Verteilungsparameters i>o = Y(Pi + Pj) ^®^ Congruenz in 
der Umgebung von g; die zweite zeigt^ dass es auf g in der Entfernung 
gr^=Y(?i + 32) ^^™ Anfangspunkt einen Punkt (den Mittelpunkt) 
giebt, inbezug auf welchen die zu zwei beliebigen orthogonalen Ebenen 
gehörigen Gentralpunkte symmetrisch liegen. Aus denselben Formeln 
(7) und (8) lasst sich auch ableiten, dass 

p — p'= (Pi — Pi) cos 2(0 + (qi—q^) sin 2a>, 
q — ä' = (äi — ft) cos 2(ö — (jPi — p^) sin 2ci 

ist, und man sieht daher, wenn man 

Pi — P2= 21 cos 2c)q , qi — q2= 21 sin 2(0q 

setzt, dass allgemeiner 

(10) p — 1)'== 21 cos2(gj0 — (o) , q — q =^2l sin 2(c3o — o) 
ist. Eine weitere Invariante ist also 

4P = (p - py + (<? - 3')* = (ä - a)" + (?i - &)•• 

Wir können jedoch an ihre Stelle 

x=pp'+ qq^PxPt + ?i& 

setzen, da x=|)q*4"2o* — ^* ^^*- ^^^ ^^^^ erwähnten orthogonalen 
Inyarianten setzen sich femer zu den Discriminanten x — p^* und x — q^^ 
der Fo.rmen (7) und (8) zusammen. 

§ 213. 

Die Discussion der Formeln (10) führt dazu, unter den unendlich 
vielen Paaren orthogonaler Ebenen, die durch g hindurchgehen, die- 
jenigen auszuzeichnen, welche den Werten «o^ und ß^o "f" X ^^^ ® ^^^ 
sprechen. Bei dem ersten fallen die Gentralpunkte in dem Mittelpunkt 
zusammen, und die Yerteilungsparameter erreichen die extremen Werte 
Pq+I^. Bei dem zweiten, das aus den Hauptebenen besteht, hat man 
p==:p'y und die Gentralpunkte fallen in die Grenzpunkte, d. h. sie 
liegen an den Enden der Strecke von der Länge 21, welche alle Gentral- 
punkte enthält. Wenn man das Gebilde z. B. auf das erste Paar bezieht. 
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SO giebt die Formel (7) jp = JPo "f* ^ ^^^ ^^} ^^^ ^^^ ^^^ üi den beiden 
durch cos 2o) = — ^ definierten Richtungen^ die reell oder imaginär 

sind, 2> = 0, d. h. g' triflft g. Die Ebenen, welche auf diesen Sichtungen 
senkrecht stehen, sind die Focal ebenen und die bezüglichen Central- 
punkte (Brennpunkte), die auch hier symmetrisch inbezug auf den 
Mittelpunkt liegen, sind von diesem um yp — p^^ entfernt. Diese Ver- 
hältnisse treten noch klarer hervor durch geometrische Interpretation 
der Relation (9), die man ak die Gleichung eines Kreises mit dem 
Radius l, dem Gentrum (Po;ä[o) ^^^ ^^^ Potenz x inbezug auf den 
Anfangspunkt betrachten kann. Es ist femer klar, dass jede Focalebene 
für eine gegebene Gerade g, ausser g eine der beiden unendlich benach- 
barten Geraden g' enthält, welche g treffen. Die Focalebenen sind also 
die Tangentialebenen der beiden Reihen von Developpablen, welche in 
der Gongruenz enthalten sind. Die obigen Eigenschafben haben wir 
für Po'^'O bereits angetroffen bei den aus den Normalen einer beliebigen 
Fläche bestehenden Gongruenzen, und wir werden weiter unten sehen, 
dass nur bei diesen Gongruenzen, welche man normale Gongruenzen 
nennt, der Fall eintreten kann, dass der mittlere Yerteilungsparameter 
verschwindet. Bei ihnen fallen die Brennpunkte in die Grenzpunkte 
und die Grenzfläche, der Ort aller Grenzpunkte, wird die Evolute 
der betrachteten Fläche. 

§ 214. Satz Ton Stoim. 

Bei jeder Gongruenz hat der Inbegriff der Geraden g', welche zu 
g unendlich benachbart sind, die bemerkenswerte, von Sturm angegebene 
Eigenschaft^ dass man ihn immer als einer linearen Gongruenz an- 
gehorig betrachten kann. In der That nimmt beim Übergange von 
g in die Lage g' die genannte Gerade, wie in § 211 gesagt wurde, 
die unendlich kleinen Richtungscosinus' a=sm(o,d(ff ß^=^ — Goam.dtf 
an. Für die andern unendlich kleinen Goordinaten von g' ergeben sich 
mit Hilfe der Formeln (5) die Ausdrücke 

I = (ji cos CO -f- i^j sin Gi)d6 y rj = ( — p^ cos ßJ + J2 ^^^ ®) ^^ • 

Also gehört, welches auch der Wert von o sein mag, g' der durch 
die Gleichungen 

I = — ffi/S + P2«; V =Piß + &« 

definierten linearen Gongruenz an und trifft daher (§ 123, d) zwei 
bestimmte gerade Linien, um diese Geraden zu finden, wähle man 
als (x^ gyEhene eine Focalebene, so dass jPg =» ist. Alsdann wird die 
erste Gleichung £ «= — q^ß und drückt aus, dass g' die Gerade 
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(1, 0, 0, 0, q^y 0) trifft. Also treffen alle Geraden g' zwei Senkrechte 
zu g^ die darch die Brennpunkte gehen und in den Focalebenen liegen. 
Wenn im besondern die Congruenz normal ist^ so sieht man, dass die 
Normalen einer Fläche in den zu M unendlich benachbarten 
Punkten sich sämtlich auf die Azen der osculierenden Kreise 
der beiden durch M hindurchgehenden Hauptnormalschnitte 
stützen. 

§ 215. Foimeln von OodaizL 

Wir kehren jetzt zu den Formeln (3) zurfick, um auf sie die 
Integrabilitätsbedingung anzuwenden, welche immer die Form 

hat^ vorausgesetzt, dass man die X geeignet bestimmt. Für die Existenz 
Ton « ist es notwendig nnd hinreichend, dass man hat 

(12) (A,_J,)a; + (A, + Äi)y-0.+i,,) = (A + A^)r,-(A + ^)r,, 

welches auch die Werte von x und y sein mögen. Also ist A^=s^,, 
A, = — Äi, und die Bedingung (11) wird 

während sich die Relation (12) auf 

reduciert. Ebenso erhalt man, wenn man die Bedingung (13) auf die 
Functionen x und y anwendet^ auf der Erzeugenden 

und man überzeugt sich leicht mit Hilfe der Gleichung (2)^ dass diese 
Formeln nicht an die Wahl des Anfangspunktes gebunden sind. Be- 
trachtet man femer die Coefficienten von x bezw. von y in der Be- 
dingung (13); angewandt auf y oder auf x, so findet man 

Die letzten vier Relationen sind sozusagen die Formeln von Godazzi 
in der Theorie der Gongruenzen und müssen sich factisch auf die drei 
bekannten Formeln (§ 154) von Codazzi reducieren, wenn die Gongruenz 
von den Normalen einer Fläche gebildet wird. Wenn man übrigens 
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die sphärische Abbildung der Gongruenz vornimmt, d. h. (§ 160) 
an einer Engel vom Radius 1 die Radien betrachtet^ welche den Geraden 
der Gongruenz parallel sind, so ist leicht zu sehen, indem man entweder 
die Integrabilitatsbedingung schreibt und sie mit (13) vergleicht oder 
die Formeln (3) in die Unbeweglichkeitsbedingungen inbezug auf die 
Eugelfläche transformiert (unter Beachtung von 2^j = 2)?j=l, S = 0), 

dass §i==^i^, ^2= ^1 ^s^* ^^^ ^^ ^ ^ dieser Weise interpretiert und 
bemerkt man überdies, dass 

isty so sieht man sofort, dass (3) gerade die Gauss'sche Formel inbezug 
auf die Eugel ist, während die beiden andern Formeln von Godazzi 
identisch erfOllt sind. 

§216. 

IJm der angekündigten Reduction, die wir hier ausführen wollen, 
eine grossere Evidenz zu verleihen, werden wir jetzt die Differential- 

quotienten x~ durch andere ersetzen, die durch die Relationen 

d a , a a a , a 



bestimmt sind, und die k durch andere Grossen, die in folgender Weise 
definiert sind: 

h Pi§i + 9i§, y ^=- ?2^1 + A§2- 

Die Transformation der Formeln (1) und (2) bietet keine Schwierig- 
keit. Gombiniert man die transformierten Relationen in geeigneter 
Weise, so gelangt man zu den Formeln 

Femer lässt sich die Gleichung (3), wenn man (1) und (2) im Auge 
behält, leicht in 

transformieren. Setzt man nun 
und bemerkt, dass 
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ist^ so nehmen die obigen Relationen die definitive Form an: 

l H + It + ^i'+ ^«'-^ (^i^» + 2:iJr,)(§^r,- §,r,- 1). 

Führt man femer auch in den Formeln (3) die neue Bezeichnung ein, 
so werden diese 

und können dazu dienen ^ die geometrische Bedeutung der neuen Ver- 
änderlichen zu erklären. 



(15) 



§ 217. 

Wie lassen sich die normalen Congruenzen charakterisieren? Solleu 
die Geraden einer Congruenz sämtlich Normalen einer Fläche sein, so 
ist dazu notwendig und hinreichend, dass man (wenigstens) für einen 
Punkt der Erzeugenden (a; = 0, y = 0) dz = hat, also, wenn man 
sich an die Formel (6) erinnert, 

(fi +^i) ^^^ ö + (g^ +^2) sin ö = 0, 

welches auch der Wert von o sein mag. Es ist also notwendig und 
hinreichend die Existenz einer Function ^, welche als Differential- 
quotienten — r^ und — r, zulässt, wozu es auf Grund von (13) erfor- 
derlich ist und genügt, dass man 

hat, d. h. nach (0), dass der mittlere Yerteilungsparameter null 
ist oder, was dasselbe ist, dass die Focalebenen senkrecht zuein- 
ander sind oder auch, dass die Brennpunkte in die Grenzpunkte 
fallen. Dies gestattet uns iT^ =» — (T, »= 2^ zu setzen, und dann 
werden die Formeln (15), wenn man überdies den Anfangspunkt auf 
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der Flache wählt, die bekannten Fnndamentalformeln für die natürliche 
Analjsis der Flächen, während die Formeln (14) sich schliesslich anf 
die Formeln von Godazzi reducieren. 



§ 218. 

Wir machen zum Schluss eine einzige Anwendung der Formeln. 
(3), und zwar auf die Bestimmung der Flächen, welche von den Ebenen 
umhüllt werden, die auf den Geraden der Gongruenz senkrecht stehen. 
Durch Differentiation der Gleichung jg = erhält man sofort mit Hilfe 
der Formeln (3) die Coordinaten a; = r, , y = — r^ des Berührungs- 
punktes der jff- Ebene mit ihrer Enveloppe. Darauf lassen dieselben 
Formeln, angewandt auf diesen Punkt, für jeden Wert von co die 
Richtung einer Tangente erkennen, die in der z-'Ebene durch Bichtungs- 
cosinus' a und /3, proportional zu 

Pj cos CO — ^3 sin d , Qi cos co -{- P^sin o y 

definiert ist, wenn man zur Abkürzung setzt 

A=Ä + *in + |j, A = Ä + *2r,-fj, 

Es ist femer zu beachten, dass man auf Grund der Formel (0) 
Pi = — P^ = P setzen kann. Dies vorausgeschickt sei 

cc = X(P cos (0 — Q^sin (o) y ß = X (Q^ cos m — P sin g}) 
und infolgedessen 

Die Krümmung des durch den Winkel o bestimmten Normalschnittes 

ist -j^ und drückt sich daher auf Grund der Formeln (3) in folgender 

Weise aus: 

m = XfßQOSGj — a sm cd) = ^ y^-^ — '^ J, ^*^ • 

Vi V« — -^ 

Daraus ergiebt sich unter Anwendung der gewöhnlichen Bezeichnung 

"^^^"Ci«,--?*' "^^«"ftC,--?»' ^"■Cift-P** 

Die totale Krümmung oder ^^cfl^ — JT* ist also der reciproke Wert 
von Q^Q^ — P^y und das Verhältnis der mittleren Krümmung zur 
totalen Krümmung ist die Hälfte von Qi -|- Q^y d. h. von 

(16) 2g„-(3A + ;fc.)r,-(^-Ä,)r,. 
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Bemerkenswert ist der Fall der isotropen Gongraenzen^ fär welche 
p auf jeder Erzeugenden constant ist. Alsdann hat nach den Formeln 
von Hamilton auch q einen constanten Wert in jedem Punkte yon q, 
und die Formeln (1) und (2) liefern 

atf, ■r"atf, " ^1^ de, aa, ""^«• 

Es verwandelt sich daher^ wenn man die Formel (13) im Auge behalt, 
der Ausdruck (16) in die linke Seite der Gleichung 

[G^+».)s-+(Ä-».)Ä+2>-». 

• 

welche also die Enveloppen von der mittleren Krümmung Null charak- 
terisiert Trägt man andrerseits die obigeti Werte von r^ und r^ in 
(0) ein, so wird diese Gleichung 

[(Ä+^)äir+G-|-*')Ä+^>-''- 

Man erhält also unendlich viele Elassoide, wenn man q proportional 
zu p nimmt, und gelangt im besondem für g »« zu dem folgenden 
Satze von Bibaucour: Die mittlere Enveloppe einer isotropen 
Congruenz ist ein Elassoid. 



Fünfzehntes Kapitel. 
Die dreidimensionaleii Räume. 



§ 219. 

Wir betrachten eine stetige Function der Punkte eines dreidimen- 
sionalen Raumes^ d. h. eine Veränderliche u, welche in jedem Punkte 
M einer dreifach ausgedehnten Punktmannigfaltigkeit einen yorgeschrie- 
benen Wert annimmt und sich unendlich wenig ändert^ wenn M in 
eine unendlich benachbarte Lage M' übergeht. Wenn wir u einen con- 
stanten Wert auferlegen^ so bedeutet dies^ dass aus der dreifach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit von Punkten eine zweifach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit; d. h. eine Fläche ausgesondert wird, und wenn wir 
den genannten Wert ändern, so bedeutet dies den Übergang von einer 
Flache zu einer andern. Es ist hiernach klar, dass in jeder reellen 
Function der Punkte eines Baumes die analytische Darstellung einer 
ein£Eu^h unendlichen Schar von Flächen liegt. Das Verhältnis der Varia- 
tion, welche die Function erföhrt, wenn der Punkt von M nach M' 
geht, zu MM' ist der Differentialquotient in der Richtung MM% 
und es ist leicht zu sehen (vgl. § 104), dass, wenn die Differential- 
quotienten in drei paarweise zueinander senkrechten Richtungen bekannt 
sind, der Differentialquotient, welcher sich auf die durch die Cosinus' 
€Cy ß, y definierte Richtung bezieht, sich durch die Operation 

d d I a d I d 

ergiebt. Man hat daher, wenn 

- - &+ &+ &' 

gesetzt wird, 

T- =s YjJu . cos ö, 

wobei den Winkel bezeichnet, welchen die variable Richtung mit der 
festen, durch die Cosinus' 

1 du 1 du 1 du 



(1) 



yjü d»i ' yjü dst ' ysü d». 
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definierten Richtung bildet. Dies ist also immer diejenige Richtung, 
längs welcher u am schnellsten zu variieren strebt, und der 
Wert des DifFerentialquotienten in dieser Richtung ist gerade Y^Tü. 

Setzt man dagegen 0===" Y' ^^ ^^^^^ man, dass längs der unendlich 
yielen durch den Punkt M gezogenen Senkrechten zur Richtung (1) 
u constant zu bleiben strebt. Es geht mit andern Worten durch 
jeden Punkt M eine Ebene, welche durch die Eigenschaft charakterisiert 
ist, dass die Variation von u, wenn M sich in ihr äussert wenig ver- 
schiebt, gegenüber der Grösse der Verschiebung von M unendlich klein 
von höherer Ordnung als der ersten ist. Wenn andrerseits M auf der 
Fläche, welche der durch die Function u definierten Schar angehört, 
eine beliebige Linie durchläuft, so bleibt diese Function constant und 
muss dies abgesehen von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung auch 
dann bleiben, wenn M unendlich wenig längs der Tangente jener Linie 
fortrückt; denn unter Vernachlässigung von Grössen, die inbezug auf den 
durchlaufenen Bogen unendlich klein von höherer Ordnung sind, kann 
man die Linie mit ihrer Tangente identificieren. Also gehört die Tan- 
gente der Linie notwendig der vorhin gefundenen Ebene an, d. h. die 
Tangenten aller Linien auf der Fläche, die durch ilf hindurch- 
gehen, liegen in einer Ebene, vorausgesetzt, dass die Differential- 
quotienten (1) nicht sämtlich null sind. Nunmehr können wir hinzu- 
fügen, dass die Cosinus' (1) gerade diejenigen sind, welche die Richtung 
der Normale der Fläche im Punkte M definieren. 

§ 220. 

Auf drei Flächenscharen, welche durch die Functionen g^, q^, q^ 
definiert sind, kann man ein System krummliniger Goordinaten gründen, 
entsprechend den Auseinandersetzungen des § 109. Dabei geht durch 
jeden Punkt M des Raumes eine Fläche $.-, der Ort derjenigen Punkte, 
in welchen $,• den Wert, den es in Jlf hat, bewahrt. Die Flächen 
9i; 2a; isf welche durch M hindurchgehen, schneiden sich längs dreier 
Linien (Ooordinatenlinien); und man bezeichnet als gt-Linie die- 
jenige, längs welcher nur der Parameter g,- variiert. Wir werden immer 
annehmen, dass in jedem Punkte die Goordinatenflächen (und infolge- 
dessen die Coordinatenlinien) paarweise zu einander senkrecht sind, und 
werden als Axen die Tangenten Mx^^ Mx^y Mx^ dieser Linien wählen. 
Wir wollen jetzt, wenn Xi,x^,x^ die Coordinaten eines festen Punktes 
des Raumes bedeuten, die Unbeweglichkeitsbedingungen inbezug auf 
das genannte Trieder hinschreiben, welches wir der Reihe nach als 
Fundamentaltrieder der drei Goordinatenflächen betrachten, Nehmen 
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wir zunäclist an^ dass die Functionen Q definiert seien^ welche in dem 
Ausdruck für das Quadrat des Bogenelements 

(2) ds' = Q.'dq,' + Q,'dq,' + Q^dq,' 

vorkommen^ und setzen wir 

Denken wir uns femer unter ij jy Je eine gerade Anordnung der Indices 
1^ 2, 3, und betrachten wir eine der drei Flächen^ z. B. q^^. Auf dieser 
sind die g^- und g^-Linien g,- und qj, und die in der Theorie der Flachen 
(§ 151) mit §^ und §^ bezeichneten Krümmungen sind §ij und g/,-. 
Bezeichnen wir jetzt noch mit &Iik , 07 jk und JT* die Grössen S^^ , S^g 
und E für die betrachtete Fläche, und schreiben wir die Bedingungen 
für die Unbeweglichkeit (§ 154) des Punktes (x = Xi, y=^Xjy z = x))\ 

^Aj ^iK Sic 

3x Bx Sx 

Wenn wir nunmehr das erste Formelpaar für die Flache gj und das 
zweite fdr die Flache g^ schreiben, während wir das dritte angeändert 
lassen, so erhalten wir 



dx 



k 



^^ = QZkjXj — §t,Xi — 1 = eiki^i—§kjxj— 1 . 

Daraus ergiebt sich C,. = S^ = — C^ für alle i, j, k^ mithin 

(4) £1 = 0, 2:, = 0, ^8 = 0- 
Femer ist für jedes Paar von Werten i und j 

(5) &Z,j §ij. 

Die Gleichungen (4) sagen unmittelbar aus, dass in jedem dreifachen 
Orthogonalsjstem jede Fläche von den Flächen der beiden 
andern Scharen in den Erümmungslinien geschnitten wird. 
Dies ist ein wichtiges Theorem von Dupin. Was die Formeln (5) 
anbetrifiFt, so drücken sie eine evidente Thatsache aus^ nämlich die 
Gleichheit; welche abgesehen vom Vorzeichen zwischen der Normal- 
krümmung der Linie q^^ als Linie auf der Fläche qj betrachtet, und 
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der geodatisclien Erümmimg derselben Linie auf der Flache q^ besteht. 
Daraus folgt, dass die sechs Functionen §, welche allein in unsem 
weiteren Rechnungen vorkommen werden, mit verilnderten Vorzeichen 
gerade die EEaupikrümmungen der drei Goordinatenflächen darstellen. 
Endlich nehmen die obigen Formeln die definitive Form an: 



(6) 



dx dx dXm 



Dies sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen ffir 
die IJnbeweglichkeit des durch die Coordinaten x^^x^^x^ de- 
finierten Punktes. 

§ 221. 

Wendet man auf die Functionen x die auf die Fläche q^ bezfigliche 
Integrabilitatsbedingung an, d. h. 

SO findet man sechs Differentialrelationen zwischen den §^ die als die 
Formeln von Lam^ bekannt sind. Man kann diese Relationen auch 
ohne Rechnung erhalten, indem man die Formeln von Codazzi för die 
drei Coordinatenfiächen schreibt. So wird z. B. die Gauss'sche Formel 

wenn man darin Z = setzt vmd §^, §,, &l^, SZ^ bezfiglich in 
§ij, §J{, —§ii, —§Jk verwandelt, 

und führt zu einem ersten Tripel von Relationen. Entsprechend gehen 
die Formeln 

über in 

Diese reducieren sich aber auf ein einziges Tripel, da auf Grund von (3) 



§ 231. 
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ist, d. h. 

folgUch 
(8) 



8g„ 1 / a'.log^t _ 8 log e^ d log ^ \ 



d§, 



ä^ + (^«-^'>)§^' = är^ + (^«-^>')^'>- 






Die Lam^'schen Formeln sind also 



ff" + ff" + %'+9n+%§n-0 



|f^ + (§n-&i)§« = oder 



a§, 



[ if + (§«-§«)§.i = o 



gg.. 



IS 



+ (§« 






und stellen^ wie man sieht^ eine notwendige Beziehung zwischen den 
Hanptkrünunungen der Goordinatenflächen und ihren Variationen auf. 
Wir können sie auch als partielle Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung betrachten, welchen die Functionen Q genügen müssen. Denn 
sie lassen sich mit Hilfe der Formel (3) leicht in 



(9) 



_8 






d_(l_8Q, 



)+^ 



SQ, dQ, _ 



S9»\Qt ^9tf ' Qx* g«i Hl 

A /l ^\ 4. A /i_ gft \ 4. J_ gft £^ 

a«. w. a«. / "^ 8«, W. a«i / "^ ft* a«. a«, 

A /i. ^\ _u A /i ^\ _i_ _L ^ ^ 
8«, w, 8«! ) "^ 8«. W. 8«. / "^ «.* 



a*ft 



ag^ a& 

Q, dqt dq, ' ft dq, dq^ ' 



0, 

0, 
0, 






ae. aft ^ 1 



ae. aCi 



a^i ^ffj Qi a«i 22i ' ©I dq^ dq^ 






transformieren. 



Coti^ro, nftlflrl. Goomotrl«, 
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§ 222. 

Während in der Ebene ein fiir jeden Punkt definiertes Paar ortho- 
gonaler Richtungen sich immer als dasjenige betrachten lässt^ welches 
in diesem Punkte zu den Tangenten der beiden Linien eines zweifachen 
Orthogonalsystems gehört^ gilt im Baume keineswegs die analoge 
Eigenschaft für ein orthogonales Tripel^ welches ebenfalls in 
jedem Punkte definiert ist. Diese bemerkenswerte Thatsache wird aus 
den beschränkenden Bedingungen hervorgehen^ welche sich uns sogleich 
ergeben werden^ wenn wir untersuchen, ob das Tripel, welches durch 
die Elemente der orthogonalen Determinante 

^ ßi Vi 

«8 A n 

inbezug auf das variable Tripel der Tangenten der Linien eines drei- 
fachen Orthogonalsystems definiert ist, dasjenige sein kann, welches die 
Tangenten der Linien eines andern dreifachen Orthogonalsystems bilden. 
Wir beziehen den Raum auf das neue System und drücken aus, dass 
die Bedingimgen für die Unbeweglichkeit des Punktes (x^, x^, x^) von 
den neuen Coordinaten 

x{ = UiXj^ + ß^x^ + y^x^ 
erfüllt werden müssen. Dabei ist zu beachten, dass die Formeln 






für i «« 1, 2, 3 diejenigen sind, welche die Differentialquotienten in- 
bezug auf die neuen Axen liefern. Sollen die Bedingungen (6) erfüllt 
sein, so ist zunächst notwendig, dass identisch 

dx' dx' 

(11) ^ = 9ji'^i, 8^' = §«'< 

ist, also, wenn wir vorläufig nur die erste Gleichung in Betracht ziehen, 
«/ g^ + A g]^ + y^ g^j (a<a;i + ß{Xt + y,a;,) = §ji' (ajx^ + ßjX, + yjx,). 
Diese Oleichvmg spaltet sich in die drei folgenden 



(12) 



da 



«>^>'' = ä^ + <*< ("•'^" - ^^^") - y* (J'^^'i - «^^") 



^ßi 



A§^'' =d^' + yt ^Sn - rS») - «i («>§i, - ßj%) 



SV( 



y^^^' "= gi^ + "' (y^^" - "•'^») - ^» ^^^» -»'•'^m) • 



§ 222. § 223. 
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Multlpliciert man dieselben mit Uj^ ßj, yj und addiert sie^ so er- 
giebt sich 

(13) §jt' = - «^ («n + n% - ßS») 

— rjihi + ßS»i — «t%), 



wenn man 



duj dpj dfi ( da. dß. öyA 

«* äi; + ^'ä?; + y'äi; = - 1«-' äi; + Ää^ + y/g^j = «*. 

setzt und beachtet^ dass in der orthogonalen Determinante 

«1 ßi Vi 

aj ßj yj =1 

«* ßk Yk ' 

jedes Element gleich seinem algebraischen Complemente ist. Ent- 
sprechend leitet man aus den drei zu (12) analogen Relationen^ in 
welche sich die zweite Gleichung (11) spaltet, ab 

(14) g,/ = a, {sj^ + Ys% - ßj%) 

Es lasst sich femer leicht yerificieren, dass man, wenn die Gleichungen 
(11) erfüllt sind, identisch 



dxf 



ds 



h-=-§i!xl-§,;x;-\ 



hat, dass also alle Bedingungen (6) auch in dem neuen System erfüllt 
sind. Dies yorausgeschickt führt die Elimination der §' aus den Glei- 
chungen (12) oder aus den analogen Relationen in jedem Falle zu dem 
Tripel yon Bedingungen 

(15) «,«a+ft«i2+yi^«=(§2i-§8i)Ayi+(§32-§ia)yi«<+(§i8-§M)«iA^ 



§ 223. 

Diese Bedingungen rühren daher, dass man die neuen Axen- 
tripel derart orientieren muss, dass das Theorem yon Dupin 
auch in dem neuen System fortbesteht. Wendet man in der That 
die Fundamentalformeln auf die Richtung {a^^ ß^^ y^ an, so findet man, 
dass sich die Gleichungen (12) auch in* der Form 

9a. 



^^^^•' ~ d^' ' ^^^^' ^ Wl ^ '^^^^' ^ W; 



18' 
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schreiben lassen ^ und es ist klar^ dass jede Relation, die man durch 
Elimination yon ^y/ aus diesen Gleichungen erhält^ notwendig in (15) 
enthalten ist. Summiert man nun die genannten Gleichungen, nachdem 
man sie bezüglich mit a^, ßj^, y^^ multipliciert hat, so erhalt man die 
Relation 



9a. 



a. 



9ßi . ^Yi 



die man also als eine neue Form der Gleichung (15) betrachten muaa. 
Nun drückt aber diese Relation, wenn man sie in der Form 







schreibt, gerade aus (ygl. § 123, b), dass die Axe x{ eine Developpable 
erzeugt, wenn der Anfangspunkt längs der Axe x/ fortzurücken strebt. 
Es ist also wahr, dass die Bedingung (15) soviel enthält, als für 
die Erhaltung des Dupin'schen Theorems notwendig und hin- 
reichend ist. 



§ 224. 

Wir kehren zu den Formeln (15) zurück und wollen daraus eine 
einzige Relation abzuleiten suchen, welcher jedes Cosinustripel für 
sich betrachtet genügen muss. Zunächst bemerken wir, dass man 
wegen 



a«. 



?.>=^a/pT^ = — 



ds. 



CCj CCi 



ßi A 



Yi Vi 



es, 
a«. 



der linken Seite von (15) die Form 



da. 



a«. 



da. 



u, a, 



ßi ßk 



Yi n «^äiT + ^'ä^ + ^'g^ 

geben kann. Dai*aus folgt, wenn man mit Fj^{a, ß, y) die quadra- 
tische Form 



S 82i. 
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a 


«* 




ß 


A 




V 


n 





+ 2{§n-%)ßy 



bezeichnet; dass die Tripel a^j ß^, y^ und o/, ßj^ yj die beiden 
Lösungen des Systems 

sind; d. h. dass die genannten Tripel die Richtungen derjenigen Er- 
zeugenden des quadratischen Kegels Fj^^^O definieren^ welche in einer 
zu der Richtung (a^^^ ßj^, y^ senkrechten Ebene liegen. Man bemerke 
hier, dass die beiden Richtungen zueinander senkrecht ausfaUen müssen, 
und dass daher die Form Fj^ nicht beliebig ist. Sie muss sich vielmehr 
(wie leicht zu sehen ist) für « = a^, j3 = jS^, y = y^^ auf die Summe 
der Coefficienten der quadratischen Terme reducieren, d. h. es muss sein 



oder 






Aber diese Bedingung ist identisch erfüllt, wie man sofort durch die 
Bemerkung erkennt, dass, wenn u die Function ist, welche die Schar 
der zu den Richtungen {aj^, ß^, y^ senkrechten Flächen definiert, 

1 du a 1 du \ du 



A = 



y* = 



ist Bisher haben wir auf die dritte Bedingung (15) keine Rücksicht 
genommen. Man kann ihr eine der beiden Formen 

Ft («„ A, y») = , Fj (a„ ß„ y^) = 

geben. Setzt man in eine dieser Relationen die Werte von a^, ß^y y^ 
oder (Hjf ßj, yj ein, welche das vorhin betrachtete System als Functionen 
der Cosinus' a^^, ß^y y^^ und ihrer ersten Ableitungen liefert, so gelangt 
man zu einer nichtidentischen Relation zwischen diesen Cosinus' und 
ihren ersten und zweiten Ableitungen, einer Relation, die offenbar auch 
von den andern beiden Cosinustripeln erfüllt werden muss. Setzt man 
femer für cc^y ß^y y^ ihre letzthin angegebenen Ausdrücke durch u ein, so 
erhält man die Relation von Bonnet, d. h. eine partielle Differen- 
tialgleichung dritter Ordnung, die notwendig und hinreichend 
ist, damit u eine Flächenschar definiert, welche einem drei- 
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fachen Orthogonalsystem angehört. Wahrend also jede beliebige 
einfach unendliche Schar ebener Gurren mit ihren orthogonalen Tra- 
jectorien ein zweifaches Orthogonalsystem bildet^ so ist es im drei- 
dimensionalen Räume nur ausnahmsweise der Fall, dass eine Flachen- 
schar einem dreifachen Orthogonalsystem angehört. Dies kann man 
sich wieder mit Hilfe des Dupin'schen Theorems klar machen^ da es bei 
einer gegebenen Flächenschar sehr unwahrscheinlich ist^ dass sich die 
Erümmungalinien derart einander zuordnen lassen, dass sie zwei andere 
Scharen yon Flächen bilden, die zu den Flächen der gegebenen Schar 
orthogonal sind. ^ Dagegen gehört jede beliebige Fläche einem drei- 
fachen Orthogonalsystem an. Denn es genügt z. B., zu ihr die unend- 
lich vielen Parallelflächen (§ 172) hinzuzufügen und die andern beiden 
Scharen mit den Developpablen der gemeinsamen Normalen längs der 
Krümmungslinien zu bilden. Mit andern Worten: Jede Schar von 
Parallelflächen gehört einem dreifachen Orthogonalsystem 
an. Es ist auch leicht zu sehen, dass jede Ebenen- oder Kugel- 
schar einem dreifachen Orthogonalsystem angehört, und zwar 
liegt dies gerade an der yoUkommenen Willkür (§ 147), die man bei 
der Wahl der Krümmungslinien in der Ebene und auf der Kugel hat. 



§ 225. 

Um den zweiten Differentialparameter zu berechnen, werden 
wir die Summe §i derjenigen § zu betrachten haben, deren zweiter 
Index gleich t ist, d. h. 

(16) §i=§Ji+§H--^logQJQ,. 

Beachtet man, dass 'sich aus dem System 

dct. dp. dy. 

folgern Hast 

da^ dß^ dy. 

so liefern die Formeln (13) und (14), wenn man sie summiert, 



• • • • 



2 
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• 

Dies vorausgeschickt erhält man durch Wiederholung der Operation (10) 

+ r< äST + A äi7 + »^J äi~ j äi" + 1,«' ä^ + ft äST + ^' äj- j ä^ + • • • 

Mithin ist 

+Ä»''[(äi+^»)äi+(äi+^«)äi]+--- 

und endlich 

(äS7 + ^'')äP = 2 (ä7. + ^') äl ■ 

• i % i 

Auf diese Weise tritt die Invarianteneigenschaft der Operation 

'^- (^ + «.) ST + (si + «•) ^i + fe? + «•) it 

in Evidenz. Man kann derselben wegen (16) aich die Fonn 

~ ftftftLa«. V ft a«.; "•" a«, \ <?. ««./ "*" ^a \ «, 8a./J 

geben, welche von Lam^ angegeben worden ist. 

§ 226. 

Die Relationen (9) lehren uns, dass der bisher betrachtete Baum, 
in welchem wir vorhin die Gurven und Flächen studiert haben, keines- 
wegs der allgemeinste dreidimensionale Raum ist, den man sich denken 
kann. Wir betrachten den Raum als eine dreifach unendliche Mannig- 
faltigkeit von Punkten. Jeder von ihnen ist durch ein Tripel von 
Werten^ die man den Parametern q^, q^^ q^ erteilt, charakterisiert und 
mit den unendlich benachbarten Punkten durch die Bedingung verknüpft, 
dass er von ihnen eine Entfernung hat, die sich durch die Formel (2) 
fär ein willkürlich gegebenes Tripel von Functionen Q ausdrückt. 
Die Relationen zwischen den Qj welche wir gefunden haben, sind also 
das offenbare Zeichen für eine Specialisierung des Raumes, und diese 
ist gleich infolge der stillschweigend von uns eingeführten Voraus- 
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Setzung eingetreten, dass es erlaubt sei, in dem betrachteten Baume das 
cartesiscbe Coordinatensystem einzuführen, und dass folglich drei Func- 
tionen Xi, x^y x^ von g^, q^, q^ existieren derart, dass sich der Aus- 
druck (2) auf die Form 

(17) ds* = dx^* + dx^^ + dx^^ 

reducieren lasst. Es ist übrigens leicht, durch ein directes Verfahren 
die Lam^'schen Formeln wiederzufinden als notwendig und hinreichend 
für die Möglichkeit einer solchen Beduction. Wir wollen uns hier 
daran erinnern, dass wir bereits in der Ebene einer Relation zwischen 
den Krümmungen der Linien eines beliebigen zweifachen Orthogonal- 
systems begegnet sind (§ 112), einer Relation, die gerade die Möglichkeit 
ausdrückt, das Quadrat des Bogenelements auf die Form dx^^-^dx^^ 
zu reducieren, w'ahrend auf den Flächen keine notwendige Beziehung 
zwischen den Functionen Q besteht. Der von uns betrachtete Raum, 
den wir von jetzt an von den andern dadurch unterscheiden werden, 
dass wir ihn als linear bezeichnen, spielt also unter allen möglichen 
Räumen von drei Dimensionen die Rolle, welche der Ebene unter allen 
krummen Flächen zukommt, und wir werden aus diesem Ghnnde die 
nicht linearen Räume als krumm bezeichnen, indem wir uns yorbe- 
halten, den Begriff der Krümmung im folgenden zu präcisieren. 

§ 227. 

Wie wir bei der Untersuchung der Linien und der krummen 
Flächen den Raum, welcher sie enthält, auf ein cartesisches Coordinaten- 
system bezogen haben, so wird es hier nützlich sein, anzunehmen, dass 
die dreifach ausgedehilte Mannigfaltigkeit von Punkten, die durah die 
Tripel (g^, q^, q^) definiert und nach dem Gesetz (2) angeordnet sind, 
einer vierfach ausgedehnten linearen Punktmannigfaltigkeit angehört 
oder, wie man sich auszudrücken pflegt, in einem linearen Räume 
von yier Dimensionen liegt. Denken wir uns also eine vierfach 
unendliche Mannigfaltigkeit von Punkten. Jeder von ihnen sei durch 
ein Quadrupel von Werten, die man den Parametern q^ q^, q^, q^ 
erteilt, charakterisiert und mit den unendlich benachbarten Punkten 
durch die Bedingung yerknüpffc, eine Entfernung von ihnen zu haben, 

deren Quadrat die Form Q^dq^ + [- Q^dq^ ausdrückt, welche 

als linear transformierbar in dx^ + • • • + dx^ vorausgesetzt wird. 
Diese reduciert sich auf die Form (17), wenn ein x constant bleibt. 
Da nun jede lineare orthogonale Transformation, der man die x unter- 
wirft, die Form ungeändert lässt, so können wir allgemein behaupten, 
dass in einem linearen Raum von vier Dimensionen jede lineare 
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Gleichung zwischen cartesischen Goordinaten; die sich auf 
unbewegliche Axen beziehen, einen linearen Raum yon drei 
Dimensionen darstellt. Auf diese Weise rechtfertigt sich die Be- 
zeichnung y^linearer Raum'', und es ergiebt sich gleichzeitig die Mög- 
lichkeit, auf derartige Räume die geometrische Terminologie und die 
fundamentalen Principien der gewöhnlichen analytischen Geometrie der 
Geraden und der Ebene sofort zu übertragen. Wir überlassen es dem 
Leser, sich mit dieser Verallgemeinerung vertraut zu machen und hier 
die Betrachtungen des § 219 zu wiederholen, um zu sehen, wie man 
dadurch, dass man einer Function u der Coordinaten der Punkte eines 
linearen Raumes von vier Dimensionen einen gewissen Wert vorschreibt, 
in diesem Räume einen (im allgemeinen krummen) Raum von drei 
Dimensionen erhält. Derselbe besitzt in jedem Punkte eine Normale, 
die Gerade, in deren Richtung u am schnellsten variiert, und einen 
linearen dreidimensionalen Tangentialraum, der durch diejenigen Ge- 
raden bestimmt wird, längs deren die Variation von u gegenüber der 
Verrückung von M unendlich klein von einer höheren Ordnung ist. 

§ 228. 

Betrachten wir einen Punkt, der sich in einem linearen inerdimen- 
sionalen Räume längs einer Curve bewegt, und seien M\ M'\ . . . 
die Lagen, welche er nacheinander in unendlich kleinen Intervallen, 
von einer beliebigen Lage M ausgehend, annimmt. Die Tangente der 
Curve im Punkte M wird auch jetzt wieder definiert als die Grenzlage 
der Geraden MM\ wenn M' nach M hinrückt. Wir werden kurz 
sagen, dass das Linienelement MM' die Tangente bestimmt, und so 
oft wir analoge Ausdrücke gebrauchen werden, ist dabei immer der 
Übergang zur Grenze mitzudenken. So werden wir ohne weiteres 
sagen können, dass zwei aufeinanderfolgende Elemente, MM' und 
M'M'\ die osculierende Ebene bestimmen, ebenso wie drei Ele- 
mente den osculierenden linearen Raum bestimmen, der im allge- 
meinen von einem Punkte der Curve zum andern variiert. Die durch 
M zu dem osculierenden Räume gezogene Senkrechte wäre als die Tri- 
normale zu bezeichnen, insofern sie zu drei unendlich benachbarten 
Tangenten senkrecht ist. Sie gehört der Binormalebene an, dem Ort 
der unendlich vielen Binormalen, d. h. der durch M senkrecht zu zwei 
aufeinanderfolgenden Elementen gezogenen Geraden, ebenso wie die 
Binormalebene dem Normalraum angehört, in welchem alle Normalen 
liegen, die in doppelt unendlicher Anzahl im Punkte M auf der Tan- 
gente senkrecht stehen. Die in M innerhalb der Binormalebene auf 
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der Trinormale errichtete Senkrechte ist die Hauptbinormale, und 
die Senkrechte zur Binormalebene^ welche in M innerhalb des Normal- 
raumes errichtet ist, ist die Hauptnormale. So entsteht das Fundsr 
mentalquadrupel der Curve: Tangente, Trinormale, Hauptbinormale, 
Hauptnormale. Wählt man diese Geraden, die paarweise aufeinander 
senkrecht stehen, als Axen, und bezeichnet die auf sie bezogenen carte- 
sischen Coordinaten eines festen Punktes der Reihe nach mit xljX^yX^^x\ 
so sind, wie wir im folgenden Kapitel sehen werden, die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen für die ünbeweglichkeit des Punktes 



(18) 



dB 



mI| ^ et 30^ •Z'A 



da 



_ 

r 






dx' 
da 



^ 
9 



5l 

r 



Hier ist -fc, wie q und r, der Radius einer Krümmung, und zwar werden 
wir dazu gefuhrt werden, sie als das Mass der Tendenz anzusehen, die 
der Punkt M beim Durchlaufen der Curve hat sich mehr oder weniger 
rasch von dem osculierenden Räume zu entfernen. 



§ 229. 

Nehmen wir eine Linie in einem krummen Räume, deren Normale 
in M inbezug auf die Axen x^, x^y x' innerhalb des Normalraumes 
durch die Cosinus' a^, ß^y^ bestimmt sei. Zwei andere gerade Linien, 
die aufeinander und auf dieser Normale senkrecht stehen, seien in dem 

genannten Normalraume durch die Cosinus' o^s; /^; T^s ^^^ Hjß^yVz ^^^~ 
art bestimmt^ dass 

«1 ßi Vi 
(19) «, A y, =1 

^ ßi n 

ist. Inbezug auf die Tangente und die drei soeben definierten Normalen 
sind die Coordinaten des festen Punktes x^ «=> x^' und 

X = «!< + fta;/ + y^x', x^ = «,< + ftrr/ + y^^x, 

x^ = a^x^ + ß^x^ + y^x\ 

Dies Yorausgeschickt lassen sich die Bedingungen (18) leicht in die 
folgenden transformieren: 



(20) 



wonn 



äx 






dx^ 



^§tX^+^iX — E^x^, 

d8 =§Z^l—^Z^+^l^ty 



da 
dx, 



und ausserdem 



^-'i, §,--'i, 



% — ^ 



§ 289. § 230. 



283 



gesetzt worden ist. Von den Formeln (20) gelangt man natürlich wieder 
zu den bekannten (§ 148) ünbeweglichkeitsbedingungen inbezug auf 
Flächen; wenn man die dritte E[rütnmung gleich Null setzt, in welchem 
Falle die Determinante (19) in 

sin ^ cos if 
cos tff — sin ^ 
— 10 

übergeht nnd 2^^, ^%) §% beständig gleich Null sind. 



§ 230. 

Wir wollen uns jetzt andre Gurven denken , die in M die Axen 
x^ und x^ berühren und alles, was sich auf die zu Mx^ tangentiale 
Gurve bezieht, mit dem Index i versehen. Die Formeln (20) geben zu 
folgenden Relationen Veranlassung: 






(B) 



^ — §88^8 + ^28^ ~ ^82^ ; g7" "~ §82^8 "~ ^82^ + ^88^1 



(C) 



dx^ _ 



dx^ 



^ - §81^8 + 2^81^ - 2:88^2 , ^ - %^i - ^IZ^ + 2^11^ 



dx^ _^ 



dx^ 



. a?^^"^i+^w^""^ii^«' ä?^^«i^2""^»i^+^«^» - 



(C) 



Aus denselben ergiebt sich sofort, dass für x ^>=^ x^^= x^^= x^^=^ die 
Differentialquotienten 

a*aj d^x d*x a»a? d^x d*x d^x d*x d*x 

^^____ >-__^ • .._^^.^.— _______ _______ • — ___^_ — _^__ — ___ 

dsi*^ ^«,*' ^«j" ds^ds^* ds^dsi^ ds^ds^* ds^ds^' ds^ds^^ ds^dsi 

die Werte 

2^1; 2)?,, 2^,; 2:,3, 2:31, 2:,,; -2:,,, —2:13, —2:,, 

annehmen, und dass die analogen Werte für die Functionen x^j x^, x^ 
bezüglich die folgenden sind 



, 


-§n, 


-§Zi', 


-8:„, 


, 


^it ; 


1 ^n, §a, , 


-%, 


, 


-%] 


§n, 


-^3», 


; 

i 


; , eTa, f„, 


-%, 


-§», 


; 


, 


%, 


— ^xi- 


; §«, , 2:,,. 
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Nun liefert die bekannte Bedingung 

a* a* ^log^^. ^ 



ds. ds. 



dsj ds^ 



da. da, 



d8t da. ' 



(21) 

angewandt auf die Function x, unnjittelbar ^tj + Sj»- = , und wir 
können daher setzen 

Wendet man dagegen dieselbe Bedingung auf die Functionen x^jZ^^x^ 
aU; so sagt sie uns^ dass die §ij auch jetzt durch die Formel (3) aus- 
gedrückt sind^ und dass man ausserdem die Gleichungen Z^^ = hat, 
in welchen sich das Dupin'sche Theorem ausspricht. Nunmehr 
lassen sich die Unbeweglichkeitsbedingungen auf ihre definitive Form 
bringen. Die Gleichungen (B) bleiben ungeändert^ die (A) werden 

dx 



= T^x^~^^x^+ T,x,, 



da^ 

dx 



während die (C) imd«die (C) sich auf die äusserst einfache Form re- 
ducieren 



dx^ _ 



dx^ 



dx^ 



^ ^12^1 ^8^; ^g — ^28^2 ^1^; ^ — §91^ -^i^ f 

§n^l ^2^ » 5^ ^^ §il^% -^9^ 7 äT" '^ ^82^8 T^X. 



dXf 



da, ^""^i ■'»•"' as, ^"•^« ^»^^ a«8 

Man bemerke^ dass sich den (A) auch die Form geben lässt 

^ 2 aiTg ' 



(22) 



a«i 2 dxi ' a», 2 dx^ ' a«, 

wenn man mit 9 die quadratische Form bezeichnet, welche durch die 
Discriminante 



Jf 



-r. 



s 



m, -r, 



-^2 -^1 



m. 



definiert wird und bei der Untersuchung der Krümmung von grosser 
Wichtigkeit ist. Wir werden sogleich sehen , dass man K durch die 
Krümmungen § allein ausdrücken kann. Zu dem Zweck werden wir 
von der reciproken Determinante Gebrauch zu machen haben , deren 
Elemente wir in folgender Weise bezeichnen werden: 



8 231. 286 

§ 231. 

Bevor wir weitergehen^ wollen wir die gefundenen Resultate dazu 
benutzen, um zu zeigen, wie sich das Theorem von Euler (§ 155) 
auf die dreidimensionalen Baume ausdehnen lässt. Die Krümmung des 
ebenen Normalschnittes, dessen Tangente in dem linearen Tangential- 
räum durch die Richtungscosinus' a,ß,r bestimmt ist, wird immer 

durch T-|- für o; = a^i = a:^ = iPj = gemessen, wobei 

ist. Sie ist also gegeben durch 

für rr == aTj = a:^ = a;, = 0, d. h. es ist 

| = *(«,/},y). 

Die Discussion dieser Formel liefert Resultate, die denen der Flächen- 
theorie völlig analog sind. Sie führt im besondem dazu, drei Haupt- 
krümmungen zu betrachten, die den Axen des quadratischen Kegels 
4> s=s entsprechen, welcher der Ort der Tangenten der unendlich vielen 
reeUen oder imaginären Asymptotenlinien ist, die durch jeden Puifkt 
hindurchgehen. Das Product der Hauptkrümmungen ist gerade K und 
kann als Mass für die totale Krümmung dienen, wahrend die ortho- 
gonalen Invarianten 

1(2^1 + 2)?,+ 9?,), ^{K,,+K,, + E^) 

zwei mittlere Krümmungen des Raumes in der Umgebung des 
betrachteten Punktes messen. Will man haben, dass die Normale des 
Raumes eine Developpable erzeugt, so wird man unter Beachtung von 
(22) dazu geführt, auszudrücken, dass die grössten Determinanten der 
Matrix 





f^ d9 d9 d9 
" da dß dy 






a ß y 






10 




amtlich null sind, d. h. dass man hat 


da ' 


d* - d9 

"-dp '-P-dr 


•Y, 



und man findet so die Axen von 4>. Die Krümmungsscharen sind 
demnach durch das bestandige Verschwinden von 7\, T,, 7, charakte- 
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risiert. Für sie reducieren sich die Relationen (A), (C) und (C) auf 
die äusserst einfache Form 



dx 



dx. 



\^.^ — m,x,, ^^=§i^Xi 



§ 232. Formeln von Oodaszi« 

Kehren wir zu der Bedingung (21) zurück^ die wir jetzt unter der 
Form (7) annehmen können^ und wenden wir sie auf die Function x an: 

Mit Hilfe der ünbeweglichkeitsbedingungen reduciert sich diese Gleichung 
auf eine lineare Relation zwischen den x^ welche wegen der Willkür- 
lichkeit dieser Veränderlichen zu folgenden Formelgruppen Veran- 
lassung giebt: 



(«) 



iß) 



in 






Ebenso erhält man durch Anwendung der Bedingung (7) auf die Ver- 
änderliche x^ die folgenden Formeln: 



iy) 



^ ff' + fl' + ^M' + ^w' + g«^« K,, 



§ 282. Fomeln von CodazzL § 283. 
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(*) 



ff* + (§i.-§,.)^« = ff* + (§«-§«) §« = -i^. 



8^,. 



_9§ 



^ + (§u - %)§i> = if + i§» - %)9n = Je.1 



d§. 



H 



"^ + (3,t-§it)%-r^ + (§,i-§n)% = ^n 



Hier bemerke man^ dass sich mit Hilfe der Formeln (y) und (d) die 
totale Krümmung durch die § allein ausdrücken lässt^ da 



iP = 



£l1 £a Ki 



"11 



IS 



a 



-18 



Ä 



18 



jSl«i jSlm Jx« 



^81 -^88 -^88 

ist. Wenn man sich also an die Formel (3) erinnert^ so ergiebt sich, 
dass K eine Function ist^ die nur von den Q und ihren ersten und 
zweiten partiellen Ableitungen abhängt. Wendet man femer die Be- 
dingung (7) auf ein beliebiges anderes o; an^ so gelangt man zu den 
bereits erhaltenen Formeln. Inzwischen reducieren sich die Formeln (a) 
nur auf zwei verschiedene, und die (d) bilden im wesentlichen nur ein 
Tripel auf Orund der Identität (8). Man hat also im ganzen vierzehn 
Formeln, die bei der Untersuchung der krummen dreidimensionalen 
Räume, welche in einem vierdimensionalen linearen Baume enthalten 
sind, die Stelle vertreten, die bei der Untersuchung der Flächen die 
drei Codazzi'schen Formeln einnehmen. 



§ 233. 

Betrachten wir z. B. einen sphärischen Baum, d. h. den Ort 
derjenigen Punkte, welche in einem linearen vierdimensionalen Baum 
gleichweit von einem festen Punkte entfernt sind. Die Coordinaten 
dieses Punktes müssen beständig der Belation 

^1* + ^2* + ^8* + X^'^R^ 

und den Unbeweglichkeitsbedingungen genügen. Daraus folgt, wenn 
man diese Belation successiv nach den drei Goordinatenbogen differenziert, 
dass o?! =» 0^2 = ^8 = ist, mithin x = R. Trägt man diese Besultate 
in die Unbeweglichkeitsbedingungen ein, so findet man, dass 

sn:^^&i,^m, = ^, r, = r, = t« = o 

sein muss. Femer sieht man, dass die Formeln (a), (/3) und (fi') iden- 
tisch erfüllt sind, so dass nur die Bedingungen (y) und (d) übrig bleiben, 
in welchen 



(23) 



-^11 — ^2i — -^88 — "»5 ; 



M' 



^n =-^81 = -^x, = 



288 Fünfzehntes Kapitel. Die dreidimensionalen BAmne. 

ist. Die seclis auf diese Weise erhaltenen Relationen charakterisieren 
also die sphärischen Baume. Man verdankt sie Beltrami, und sie 
gehen für ein unendlich zunehmendes R in die sechs Lam^'schen Re- 
lationen (Formel 9) über, welche fitr den linearen Baum charakteristisch 
sind. Es ist natürlich in einem sphärischen Baume unmöglich, das 
System der cartesischen Coordinaten einzuführen, aber man kann immer 
ein System krummliniger Coordinaten zu Grunde legen, in welchem 
sich das Tripel der Functionen Q wie in dem cartesischen System auf 
eine einzige Function Q reduciert. Damit dies eintrete, ist es not- 
wendig und hinreichend, dass die Bedingungen (23) erfüllt sind, wenn 
man für die K die aus den Formeln (y) und (8) gewonnenen Werte 
einsetzt, also 



Eine leichte Integration fährt dazu, 

zu nehmen, und man gelangt auf diese Weise zu einem Coordinaten- 
System, in welchem das Bogenelement 

ist. Dies ist das System der stereographischen Coordinaten, 
welches von Biemann angegeben und von Beltrami zur Untersuchung 
der Bäume constanter Krümmung benutzt worden ist 



Sechzehntes Kapitel 
Cnrven in Oberränmen. 



§ 234. 



Längs einer Gurve oder einer einfach ausgedelinten continuirliclien 
Mannigfaltigkeit von Punkten in einem linearen Räume von n Dimen- 
sionen wollen wir, von M ausgehend, die successiven Lagen M', M'\ . . . 
eines Punktes betrachten, die der willkürlichen Anfangslage M unend- 
lich nahe sind. Wir werden wie in § 228 sagen, dass das Mement 
MM' die Tangente bestimmt, und werden dieselbe beständig als 
rPj-Axe annehmen. Wir werden femer als a^-Axe die (n — l)-Normale 
wählen, d. h. diejenige Gerade, welche durch M senkrecht zu « — 1 
aufeinanderfolgenden Elementen MM, M'M", . . . gelegt ist. Offenbar 
liegt diese Gerade in der Ebene, welche von allen durch M hindurch- 
gehenden Senkrechten zu n — 2 aufeinanderfolgenden Elementen ge- 
bildet wird. Unter ihnen werden wir als x^-Axe diejenige wählen, 
welche senkrecht auf der (n — l)-Normale steht und als die Haupt- 
(n — 2)-Normale bezeichnet werden kann. Die Axen x^ und x^ liegen 
zusammen mit allen (n — 3)-Normalen in einem linearen dreidimen- 
sionalen Baume, in welchem die a;^-Axe senkrecht zur (x^^ :r3)-Ebene zu 
wählen ist Fährt man immer in derselben Weise fort, so gelangt man 
dazu, als o^n—i-Axe dieHauptbinormale anzunehmen, die in dem linearen 
((n — 2)-dimensionalen) Binormalraume durch die Forderung der Ortho- 
gonalität zu den vorhergehenden Axen bestimmt ist. Endlich zeichne 
man in dem linearen ((n — l)-dimensionalen) Normalraume, der alle Nor- 
malen enthält, unter diesen die Hauptnormale aus und wähle sie als 
rr„-Axe. Sie steht senkrecht auf dem Binormalraume. Es seien a^^, 
^iif ' ' '? ^in ^^ Richtungscosinus' der XfAxe inbezug auf ein beliebiges 
System von n Axen, die paarweise aufeinander senkrecht stehen, und 
man bemerke, dass sich die angegebene Definition der genannten Axe 
in den Relationen 

Ceifcro, natOrl. Geometrie, 10 
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r=« 



(1) ^ai,d^atv = für l£j^n — i, 






(2) ^«,,«^,= für l^j^i—1 

M — 1 

ausdrückt. Im besondem erhält man aus (1) fär i = 1 und aus der 
Gleichung 

(3) «u* + ««* + «.V + ••• + «.«*= 1, 
wenn man dieselbe differenziert, 



v=n 



(4) ^a,>dai^ = för l^i^n— 1. 

Nun sagen aber die Relationen (2) und (3) aus, dass die Determinante 
mit dem allgemeinen Element ccij orthogonal ist. Ihr Wert ist, wenn 
man will, gleich der Einheit, und jedes Element gleich seinem alge- 
braischen Complement. Hiemach gewinnt man aus den Gleichungen 

(4) für alle Werte von v 

(5) daiy = s^ccnp, 

wenn man mit e^ den Winkel bezeichnet, den zwei unendlich benach- 
barte Tangenten bilden. Allgemeiner hat man, wenn man 



v=n 



^ajydaiv= £ij 



V=l 



setzt, so dass 

(6) £.. = , €ij = — eji 
ist, 

(7) duij = ^ Siv ay) . 

Man gelangt wieder zu der Formel (5) für i = 1 und 

(8) £ii =^ £jj = ^13 = . . . = tx,n-\ = 0, £i„ = «1 , 

woraus auf Grund von (6) hervorgeht 

(9) f^i = £,j = f^j = . . . = £^_i 1 = 0, 6^1 = — «1 . 

§ 235. 

Mit Hilfe der Formeln (7) gelingt es, die successiven Differential- 
quotienten der Richtungscosinus' als lineare Functionen dieser Cosinus' 
auszudrücken. Wenn man ausgehend von dem Winkel f,^, der einst- 
weilen mit ^i] bezeichnet werde, eine Reihe von Grössen ih} , «ij^ , . . . 
nach dem Gesetz 
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rs=ii 



(10) «S+^' = dai5'+^«{*>.,, 

berechnet; so findet man darch successiyes Differenzieren von (7) und 
wiederholte Anwendung dieser Formel 



r=n 



ä/'ttii = ^«i? a^i . 



Die Formeln (1) werden jetzt 



r=i 



Das bedeutet unter Berücksichtigung von (3) und (4) 

4*]«:0 für 2^v^n — h. 

Nimmt man nacheinander A; = 1^ 2^ 3; . . . und trägt das letzte Resultat 
in (10) ein, so erhält man 

(11) ^ €u, ß.\.v */».•, . . . f,4v = für 2 ^ V ^ n — * — 1 . 
Setzt man z. B. A; = 1 ^ so findet man 

«SSM 

^siiSip =0, 

<— 1 

d. h. auf Grund von (8) 

£„^ = für 2 ^ V ^ n — 2 . 
Ebenso wird für X; = 2 die Relation (11) 

n 

^SuSijSjv =0, 

und aus dieser entnimmt man unter Beachtung des vorigen Resultates 

a,_i^^=0 für 2^v^n — 3. 

Fährt man in dieser Weise fort, so sieht man voraus, dass allgemein 
sein wird 

(12) ««-.»+1,^ = für 2<.v<,n — 1c — l. 

Wir wollen annehmen, diese Gleichung sei samt den ihr vorangehenden 
wahr und wollen beweisen, dass sie bestehen bleibt, wenn man in ihr 
Ä in Ä-|r 1 verwandelt. Wird ijt^i=j gesetzt, so giebt die Relation (11) 

^ hjr 2 «Ih «»ii-, «H*. • • • «»v) = ^^ 2 ^ 1/ ^ W — Ä — 2 . 

Die Summe mit Tc Indices ist null für j = 2, 3, 4, . . . , n — h — 1 . 

Andrerseits ist auf Grund von (12) und der vorangehenden Gleichungen 

*;y null für j = n — ä: + 1; w — ifc + 2, . . ., n — 1, «. Es bleiben 

19* 
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also nur die Glieder übrig, welche den Werten j = 1 und j ^=^n — Ä 
entsprechen. Das erste ist null auf Grund yon (8), mithin hat man 

e^^i^^ = für 2^v^n — Jc — 2. 

Man gelangt also gerade zu der Formel (12), in der k in k -j- l ver- 
wandelt ist. 



§ 236. 

Wir wollen jetzt als Axen die n Hauptgeraden T^hlen und 
untersuchen, welche Lagen sie annehmen, wenn sich der Anfangspunkt 
M nach M' verschiebt. Offenbar stellt Sij für i^j den Cosinus des 

Winkels dar, den die neue Axe x{ mit Xj bildet. Hiermit erhalten die 
Formeln (12) eine geometrische Interpretation, die man leicht zum 
directen Beweis dieser Formeln benutzen konnte. Setzen wir inzwischen 



^2, n = «2 > *«, n— 1 = ^8 ; ^4, n— 2 = «4 



; f«— 1,8 = ^n — 1 ; 



SO sagen die Formehi (12), (8) und (9) aus, dass die Richtungscosinus' 
der Hauptgeraden, welche ihren Ursprung in M' haben, inbezug auf 
die von M ausgehenden durch folgendes quadratische Schema ge- 
geben sind: 
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Dies vorausgeschickt seien rr^, rr^, . . ., a;„ die Coordinaten eines Punktes 
P inbezug auf die beweglichen Axen; dx sei die absolute Variation 
einer Goordinate x im Baume, wenn M in M' und gleichzeitig P in 
P' übergeht; dx sei die Variation, welche diese Goordinate möglicher 
Weise inbezug auf die beweglichen Axen erfahrt. Durch Projection 
von Jf'P' auf die von M ausgehenden Axen erhält man 

dx^ = dx^ — s^ (x„ + dx„) + ds, 6x^ = dx^ — £«-1 {x^ + dx^, u. s. w. 
oder 
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da;, dx^ x^ ^ ^ d«, dx^ x^ dx^ dx^ x^ ^n^i 



(13) 



ds ds p "*" ' d« ds P«— i' ^«" ^ 9i Q% 

ÖXj %mXi Xs * Xj_i* 

•= '+-1=1 ä±— (i = 3,4,...,« — 1), 

ds ds <?^_,.+2 <?„-,+i "^ ' 9 f )y 



nachdem man 

(14) ds = ^iPi = f,p, = «3p8 = . . . = a^_j p^_i 

gesetzt hat. 

§ 237. 

Die Formeln (13) sind die Fundamentalformeln für die natür- 
liche Analysis der Gurven, die in einem linearen Räume von n 
Dimensionen enthalten sind. Diese Gorven besitzen also n — 1 Krüm- 
mungen, welche sich durch die Radien q messen lassen. Wenn beim 
Durchlaufen der Gurre der Punkt M sich yon der Tangente entfernt, 
so entsteht die erste Krümmung. Entsprechend der mehr oder weniger 
grossen Tendenz des Punktes My sich von der osculierenden Ebene zu 
entfernen, hat man eine zweite Krümmung, femer eine dritte, die von 
der Tendenz des Punktes M herrührt, aus dem osculierenden Räume, 
welcher durch drei aufeinanderfolgende Elemente MM\ M'M", WM'" 
bestimmt wird, herauszutreten, und so fort. Schliesslich erfährt die 
Curve wegen der Entfernung des Punktes M von dem (linearen, (n — Vy 
dimensionalen) osculierenden Räume, der senkrecht auf der (n — 1)- 
Normale steht, eine (n — l)-te und letzte Krümmung. Die Formeln 
(13) gelten auch, wenn man für die x die Gosinus' setzt, die eine be- 
liebige Richtung definieren, vorausgesetzt, dass man in der ersten den 
Term 1 beseitigt. Wendet man die genannten Formeln im besondem 
auf die ^n— <+rAxe an, so findet man leicht, dass der Winkel e^, den 
zwei unendlich benachbarte i-Normalen bilden, durch die Formel 

^i* = «<* + «?+! 

gegeben ist, die auch für i = » — 1 richtig ist, wenn man £« »» 
festsetzt, was man annehmen muss, wenn man sich für einen Augenblick 
den betrachteten Raum als enthalten in einem linearen Räume denkt, 
der eine Dimension mehr hat. Wenn man überdies mit e^ den Winkel 
{= £^) bezeichnet, den zwei unendlich benachbarte Tangenten bilden, 
so ist es interessant, folgendes Theorem von Laueret zu notieren: 

• ^o' — ^i' + «a' ±£jil-i = 0. 



294 Sechzelmtes Kapitel. Gurren in Überränmen. 

§ 238. 

Der Beweis der Formeln (13) lasst sich erleichtern durch ganz 
einfache mechanische Betrachtungen , die den Vorteil haben, dass sie 
zeigen, welchen Weg man verfolgen muss, um analoge Formehi zu er- 
halten, die allgemeiner sind und sich auf nicht lineare Baume beziehen. 
Erteilt man in dem n-dimensionalen Baume, in welchem 

ds^ = dx^^ + dx^^ -|- . . . -f- dxj 

ist, den Coordinaten x willkürliche Variationen dx, so liefert die letzte 

Belation 

1 "V /^^^{ ^^x\ 
dsdds^^-r^ ^ (k h ä — -jdXidxj. 

2 ^ \dxj ^ dx^ J » ^ 

Daraus folgert man, dass die Bedingungen 

d9xj d9xt 

dxj ' dx^ 

für die Starrheit notwendig und, wenn sie zusammen bestehen, 
hinreichend sind. Integriert man sie, so ergiebt sich 

dXi = a^ + «a^i + ®»2^2 + • • • + ®.»^« ) 

wo (Oij -{- CO/» "» ist. Jede infinitesimale starre Bewegung geht dem- 
nach hervor aus einer Translation (^i^ c^; • • •; ^J und aus einer 
Rotation, die sich in y^(^ — ^) Rotationen parallel zu den Goordi- 
natenebenen zerlegt derart, dass bei jeder Botationscompönente jeder 
Punkt des Systems sich in einer Ebene bewegt, die einer Goordinaten- 
ebene parallel ist, und in derselben eine Botation cd,/, von xj nach Xi 
zu gerechnet, erfährt. Nunmehr betrachte man das System der n Haupt- 
geraden als starr und studiere seinen Übergang von der Lage, die 
es in einem Punkte M hat, zu derjenigen, die es in einem unendlich 
benachbarten Punkte M' annimmt. Die Haupt -(n — i -f" l)"Normale x^ 
bleibt senkrecht zu n — i aufeinanderfolgenden Elementen und muss 
sich daher in dem i-dimensionalen Normalraume x^x^. . .x^Xi^i be- 
wegen, zu welchem die übrigbleibenden Axen Xi^^f Xi^^y . . ., x^ senk- 
recht sind. Daraus folgt (Oij «» für 

t>l, j = i + 2, i + 3, ..., n. 

Beachtet man femer, dass coij = — coji ist, so kann man hinzufügen, 
dass iOij »= ist für 

i>l, i==J + 2, i + 3, ..., n. 
Es ist also, wenn man beides zusanmienfasst, 09,7 = 0. {flr 
i> 1, j = 2, 3, . . ., t— 3, i — 2, i, i + 2, i + 3, . . ., n — 1, n. 
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Was die Axe Xj^ anbetrifiFb^ so kann sie offenbar, da sie senkrecht zu 
allen mehrfachen Normalen bleiben moss, nicht aus der osculierenden 
Ebene Xy^ x^ heraustreten: e^ sei der Winkel, um den sie sich gegen x^ 
dreht. Dann hat man 

©1„ = ^1 , ©12 = ©13 = • • • = ©1, n-1 = . 

Es seien nunmehr Sn—i, £n~s; •••? % ^^^ Winkel, um welche sich 
0^2; ^s; " '; ^"—1 bezüglich gegen x^y x^j . . ., x^ drehen, so dass 

ist. Das starre System, welches durch die n Hauptgeraden bezeichnet 
wird, erfährt also bei dem Übergange von M nach M' ausser der 
Translation ds längs x^ eine Rotation, welche durch die soeben be- 
stimmten Winkel (o definiert ist. Wenn der Punkt (^i, ^^^g, . . ., icj, 
anstatt mit den n Geraden fest verbunden zu sein, inbezug auf sie die 
Yerrückung (dx^y dx^y . . »ydxj erfährt, so sind die Gomponenten seiner 
absoluten Yerrückung im Räume auf Grund der zu Anfang bewiesenen 
Formeln und der zuletzt erhaltenen Resultate 



{ 



dx^ = dX^-— €j^X^'{- ds, dX2=^dx^ — Bn^lX^y 9x^=^dX^-{' €iXi-\- S^Xn-iy 

tfa?,. = rfa;,-["^n— i-fsi^i— 1 — Sn-t+iXt^i (i = 3, 4, . . ., n— 1). 



Dies sind aber, wenn man durch die Ausdrücke (14) dividiert, gerade 
die Fundamentalformeln. 



§ 239. Theorem von Brunei. 

Wir wollen die Fundamentalformeln zum Beweise eines Satzes von 
Brunei verwenden, der insofern interessant ist, als er wesentliche Unter- 
schiede in der Structur der Räume aufdeckt, je nachdem ihre Dimen- 
sionenzahl gerade oder ungerade ist. Um den Unbeweglichkeitsbe- 
dingungen darch constante Werte der Coordinaten x zu genügen, muss 
man haben 

*'-. _ ^.•+x (i = 3,4,...,n-l), 



woraus sich nur für ein gerades n ableiten lässt 

*i = ^s = ^6 =* • • • = ^n-i = 0, 

^.•= \"r ••'r'-^^ (»=2,4,...,«), 
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vorausgesetzt^ dass 

constant sind. Der so definierte Punkt ist im Baxmie unbeweglich, 
und das Quadrat seiner Entfernung von M hat den constanten Wert 

^2* "f* ^4* "I" ' • • "1" ^n' -^^^ ®^ ungerades n kann man dagegen durch 
constante Werte der Cosinus' «1,05,,...,«^ den Bedingungen für die 
ünveränderlichkeit der durch diese Cosinus' definierten Bichtong ge- 
nügen, d. h. den Gleichungen 

« =0, «8 = 0, ?L + !!!^ = 0, 



ec 



i-l a.-fi 



(i = 3,4,...,n— 1), 



Pn— «4-2 ^1»— 1 + 1 

vorausgesetzt, dass 

constant sind. In diesem Falle haben die Tangenten der Curve gleiche 
Neigung gegen die unveränderliche Richtung, welche durch die Cosinus' 

«8 = «5 = «7 = • • • = cf« = Ö? 

«.-i=Vi+(j)'+(jtT+-+(^^H', 

*'*°=""m ; — '^ (t = 2,4,..., n — 1) 

definiert ist. Daraus folgt im besondern, dass eine Linie, deren 
Krümmungen alle constant sind, in einem linearen Baume 
von n Dimensionen eine Schraubenlinie oder eine sphärische 
Linie ist, je nachdem n ungerade oder gerade ist. Ln Falle 
eines ungeraden n kann man ausserdem in der bereits definierten Rich- 
tung eine feste Gerade finden, von welcher aUe Punkte der Curve gleich 
weit entfernt sind. Allgemeiner gelangt man im Falle einer beliebigen 
Linie zur Auffindung des Punktes oder der Geraden, die wir vorhin 
erhielten, indem man (vgl. § 132) den Punkt oder die Punkte sucht, 
welche in dem starr mit dem System der Fundamentalgeraden ver- 
bundenen Baume liegen und sich langsamer bewegen als alle 
andern. Setzt man die partiellen Ableitungen von 

c^ - 0*+ tf; + fe + '^')v 2:'(at; - ah)' 

nach den x gleich Null, so gelangt man für ein gerades n zu den 
ünbeweglichkeitsbedingungen und findet so den Punkt wieder, der 
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im allgemeinen mit M beweglich, aber von der Beschaffenheit ist, dass 
das System der Fundamentalgeraden für einen Augenblick um ihn 
rotiert, wenn M längs der Curve fortzurücken strebt. Für ein unge- 
rades » findet man anstatt eines Punktes eine Gerade, die durch die 
Gleichungen 

definiert ist, in welchen die a die vorhin berechneten Werte haben. 
Das Quadrat der Entfernung des Punktes M von dieser Geraden ist 
ÄTj* 4" ^6* + * • " + ^n • Diese Entfernung ist also constant, wenn alle 
Krümmungen constant sind. Auf diese Weise ist das Theorem von 
Puiseux (§ 136) auf einen beliebigen linearen Raum mit einer ungeraden 
Dimensionenzahl ausgedehnt. 

§240. 

Wir gehen jetzt dazu über, zu zeigen, wie sich die Principien der 
barycentrischen Analysis (§ 83) mit Leichtigkeit auf lineare Baume mit 
mehr als zwei Dimensionen ausdehnen lassen. In einem linearen n-dimen- 
sionalen Baume wollen wir die Punkte Ä^^ Ä^y . . ., ^n+i fixieren, die 
als die Ecken des einfachsten n-dimensionalen polyedrischen Gebildes 
betrachtet werden können, welches wir nach Stringham als ein n-faches 
(n-f- l)-edroid bezeichnen werden. Es seien a;,i, ä;,,, . . ., x^^ die Co- 
ordinaten von Ä^ inbezug auf die beweglichen Axen. Von einem be- 
liebigen Punkte M lasst sich immer annehmen, dass er in dem Baume 
als Schwerpunkt eines gewissen Systems von n -f~ 1 Massen definiert 
ist, welche in den Ecken des fundamentalen (n -f- l)-edroids angebracht 
sind und der Belation 

ftl + ft + f*8 H h f*n4-l = 1 

genügen. Dies sind die barycentrischen Goordinaten des Punktes. 
Seine cartesischen Goordinaten sind also durch die Formeln 

^k = f*l^Jt + IH^tk H h ftn+liCn+i,* 

gegeben. Inzwischen hat man identisch 

n-fl •«n+l »=«+1 /» = «4-l \8 

ij i=^l «=1 \ »=1 / 

Die rechte Seite reduciert sich auf Grund der früheren Gleichungen 
auf — 2dxj^. Mithin erhalt man, wenn man Ä = 1, 2, 3, . . ., n setzt 
und summiert. 
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n-fi 
rfs* = — Y ^ «»•/ diiidiij , 

wo üij die Länge der Seite ÄtÄj darstellt^ d. h. 

gesetzt worden ist. Wenn z. B. die Goordinaten ft als Functionen eines 
Parameters t gegeben sind^ der etwa die Zeit bedeuten möge, so liefert 
uns die obige Formel sofort den Ausdruck für das Quadrat der Ge- 
schwindigkeit: 



§ 241. 
Betrachten wir die Wronski'ache Determinante 



T^ = 



Ih 



Ih 



C?fi, d'fij 



ds 



da' 



ds ds* 






^"+1 ""dT' ds« 



und multiplicieren wir sie mit der Gonstanten 



ds"" 



rtt 



a" = 



X 



11 



x 



12 



ä; 



X 



si 



X, 



2S 



In 



^Sti 



1 ^«4-1,1 ^» + 1,2 ••• ^n-{-l,n 

von der man zeigen kann, dass sie nur von den a^- abhängt, 
findet nämlich 



Man 



(— 2a«)'' = 



1 

1 

1 



«11 



»21 



2 
»12 

«22 



«1,1» -f-1 

2 

«2,n+l 



1 ^* «* ^8 

i «»+1,1 «n+1,2, •••; «n+l,n+l 



Dies geschieht durch leichte Umformungen, die wir hier nicht zu re- 
producieren brauchen, wie wir auch den Beweis übergehen können, 

dass — ^ den Inhalt des fundamentalen (n -f- l)-edroids misst. Inzwischen 
geht aus der angegebenen Multiplication der Wronski'schen Determinante 
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der Wert von a"W in Form einer Determinante n-ter Ordnung hervor, 

deren alliremeines Element * 

^ »4-1 






d8* 

ist. Dies vorausgeschickt erhalt man durch Anwendung der Fundamental- 
formeln auf die Punkte Ä 

da ~ Qi ' ds ~ p„_^ ^ d8 ~ \?i "• ?, / ' 

und aus diesen Formeln ergeben sich die folgenden: 



(16) 



^^•7 , ^^^y-l ^J+l 






Mit ihrer Hilfe lassen sich, wenn die erste Golonne der Determinante 
a^W bekannt ist, aUe andern berechnen. Übrigens zeigt eine einmaUge 
Differentiation der Definitionsgleichungen 

2 Vi^ij = (j == 1, 2, 3, . . ., n), 
dass 

ist. Darauf liefern die Formeln (16) 

^21 =* ^M = ^28 = • • • = ^2,«-l = 0, (S%^n = — , 

ferner 

1 ^ 

^81= — ^> <^8l = ^88 =•• ' • = <^3,n-8 = t>, 

1 dl 

u. s. w. Man sieht voraus, dass 

(17) fSis = für 2^j^n — i + 1 

sein muss. Angenommen, dies sei wahr bis zu einem gewissen Werte 
des Index i. Dann ist es leicht, zu zeigen, dass es auch noch gilt, 
wenn man i in t -f- 1 verwandelt. In der That ergiebt sich aus den 
Formeln (16) und (17), dass 

(18) <f,+i,^ J^^i^ für 2<j<n-i + l 
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ist^ so dass man unter Berücksichtigung von (17) hat 

tji^^j=0 für 2^j^n — i. 

Dies ist gerade die Formel (17), in der man % durch i-^-l ersetzt hat. 
Es ist also 





1 





... 













... 


<f,.n 




fn 





... 


^3,11—1 ^«,n 


a'W^ 


0*i 





... 6i^n — % 


^A.n—l ^4,» 




• • 


• • 




^n—1,9 ' • • <^«— 1, «- 


-a ^n— 1, «— 1 tf«— 1, 




<fn,l 


^«. 


S <^», 8 • • • <^«,»— « 


^n,n—l ^n,n 


d. L 










(19) 


a''W = 


(- 


l(n-l)(»-2) 
1; »Ot^nOi,n- 


-l<^4,ii— 2 • • • <^n,2« 



Andererseits liefert die Formel (18) für j = n — i + 1 



<f<-l-i,„-.,-4.i = — 



9i 



und aus dieser Gleichung folgert man 



<^»+l, n— i+l = 



(-1) 



<— 1 



^l 9| ^8 



(fi 



Trägt man endlich in (19) dieses Resultat ein, so gelangt man zu der 
folgenden bemerkenswerten Formel: 



(20) 



a-Q n-lQ^n^^ Pb""' • • • P»-lTr= 1. 



§242. 

Die letzte Formel liefert uns immer eine Relation zwischen den 
n — 1 Krümmungen einer gegebenen Gurve, und es sind ausserdem 
n — 2 nötig, um die natürlichen Gleichungen dieser Gurve aufstellen zu 
können. Es ist klar, dass die Relation (20) im Falle einer ebenen 
Gurve hinreicht. Alsdann erhält man die gesuchte natürliche Gleichung, 
indem man t aus den Gleichungen 

a^QW=ly 8=fxdt 

eliminiert, in denen vorher x und W als Functionen von t auszudrücken 
sind, und zwar mit Hilfe der Formel (15) und der folgenden 
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.^'•('•+V= 



Ih 



f*2 



dt 
dt 



dt* 
dt* 



Ih^+i 



du 



«+1 



dV. 



11+ 1 



de 
dt" 



d"ft»+i 



dt dt* dt"" 

die eine einfache Folge der Definition von W ist. Für die Linien des 
linearen dreidimensionalen Baumes erhält man zwischen den beiden 
Krflmmungen die Relation 

(21) o«(»VTr= 1 

und braacht noch eine zweite. Um dieselbe zn finden, betrachte man 
die Wronsld'sche Matrix 



(22) 



Ih 



dfij d'^ d'ftj d^f^ 



ds da* da^ 



ds' 



f*4 



d^4 d*\L^ d'^4 d*\b^ 
da da* da* da* 



welche in W übergeht, wenn man die letzte Golonne unterdrückt, und 

in ^ — , wenn man die vorletzte unterdrückt Es sei femer W die 

Determinante, welche man erhalt, wenn man die zweite Golonne unter- 
drückt, eine Determinante, die sich leicht als Function von t berechnen 
lässt, da auf Grund einer allgemeinen Eigenschaft der Wronski'schen 

Determinanten 

da d*a d*a d*8 

dt 



.10 



TF' = - 







fti 



dt* dt* dt* 
dfti dV, d*iii d*fti 



dt dt* dt* 



dV 



d\i,^ dV« ^•f*4 ^>4 



dt' 



dt' 



dt' 



ist. SoUen die Gleichungen 



dfi. 



dV, 



^^ ^- JL ^^ <^V< _ 3 dg 

^ ^" da* ~ 9* ' ^ »^ d«* "" g» d« 

zusammen bestehen, in welchen i von 1 bis 4 lauft, so ist notwendig, 
dass die Determinante, welche aus der Matrix (22) durch Hinzufügen 
der ZeiFe 

1 8 dg 



0, 1, 0, 



.1 y 



g" da 
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entsteht; yerschwindet; dass man also hat 

ds 



(23) q'W'^Uq'W), 



woraus man ableitet 

(24) ^ = ~ T ^^J^' W^^T^dt, 

vorausgesetzt, dass nicht W oder W null ist. Wenn man für x, Wj W 
ihre Ausdrücke als Functionen von t einsetzt, so lässt die letzte Formel 
den Wert von q erkennen, worauf man aus (21) r gewinnt. Übrigens 
gelangt man zu der Formel (24) auch durch ein ähnUches Verfahren 
wie das, welches uns die Formel (21) geliefert hat. Multipliciert man 
in der That die Determinanten a» und W miteinander, so erhält man 

^ ^ ^ — dsr > 

und von dieser Formel gelangt man wieder zu (23), wenn man r mit 
Hilfe von (21) herausschafft. Ausserdem sieht man, dass in W' = 
die notwendige und hinreichende Bedingung liegt dafür, dass die Gurve 
eine Schraubenlinie ist, während W=0 die Bedingung dafür ent- 
halt, dass die Curve eben ist. Der Leser kann zur Übung die obigen 
Formeln auf die Untersuchung der tetraedralen Potenzcurve (vgl. § 102) 
anwenden. 



Siebzehntes Kapitel. 
ÜberrSrnne. 



§ 243. 

Wir wollen eine Linie in einem krummen f^dimensionalen Banme 
betrachten, der in einem linearen Räume enthalten ist, and uns daran 
erinnern, dass auf Orund der im yorigen Kapitel aufgestellten Funda- 
mentalformeln die Goordinaten eines festen Punktes inbezug auf die 
n -f- 1 Hauptgeraden der Gurre derartige Functionen des Bogens sind, 
dass ihre Ableitungen sich linear durch die Goordinaten selbst ausdrücken. 
Es ist klar, dass diese Eigenschaft sich erhält, wenn die n normalen 
Geraden sich fest miteinander verbunden in ihrem Räume solange 
drehen, bis eine von ihnen normal zu dem betrachteten krummen 
Baume wird. Denken wir uns in diesem n — 1 Gurven, die die andern 
n — 1 Geraden berühren, so können wir, wenn wir mit ^ot^if^i? "j ^n 
die Goordinaten des festen Punktes bezeichnen, schreiben 



dx. 



(1) -|=2'^,N-«'^> 

J 

wo dj gleich 1 oder ist, je nachdem i=j oder i^j ist. In kurzem 
werden wir sehen, dass die nin-^-iy Goefficient^ & sich auf nur 

Yn(3n — 1) linear unabhängige reducieren, und dass zwischen diesen 

und ihren Ableitungen -g-^(** — l)(5w — 1) wesentlich verschiedene 
Relationen bestehen, die das Analogen der von Codazzi für die Flächen 
aufgestellten Formeln sind. 

§ 244. Theorem von Dupin. 

Man bemerke zunächst, dass die Formeln (1), und zwar mit immer 
verschwindenden e,/, bestehen bleiben, wenn die x die Bedeutung von 
Bichtungscosinus' haben, in welchem Falle identisch 



^ - 'k Mi) 

d8, — ^*^' d8,d8~ "*i- 
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sein mass; mithin ist 

(2) a<^ + aä*> = o 

und im besondem ^^^=0. Andrerseits erhält man durch Differentia- 
tion Yon (1) 

W d8,d8~jiLi d8. ^^^^^ki^ifn^^ ^*M 

femer für ät^ = rri ==•••== a;^ = 

Dies Yorausgeschickt geht die Integrabilitiitsbedingung 

d^xj^ d^xj^ _ a log Qjdxj^ d log c^a«jt 

^ '' ^8^^8J dsjds^ ^8^ dsj dsj d8^ 

über in 

und im besondem f ür Ä; s= i in 

Nimmt man dagegen k als yerschieden von t und von j an, so erhält man 

(6) ölv^^ 

Endlich liefern die Formeln (2) und (6), wenn man sie abwechselnd 
anwendet. 

Daraus ergiebt sich 

(7) a(*> = o, 

SO oft iy jy Je voneinander und von Null verschieden sind. Diese Glei- 
chung ist der verallgemeinerte Ausdruck des Dupin'schen Theorems 
in den Überräumen ^ da wir vorhin (§ 230) gesehen haben, dass das 
genannte Theorem gerade in der Unabhängigkeit der Differentialquotienten 

p von den x mit einem nicht verschwindenden und von i und J ver- 

08j 

schiedenen Index seinen Grund hat. Wir werden in kurzem sehen, 
dass auch die geometrische Bedeutung der Gleichung (7) die natür- 
liche Ausdehnung der bereits in den dreidimensionalen Bäumen gefun- 
denen ist. 
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§ 245. 

Wenn man k = nimmt und ^^ ^==^4^ setzt, so kann man auf 
Grund von (6) nur behaupten, dass t[ij = 2^,- ist. Wir werden femer 
E^^ mit — &l^ und ^'? mit — §ij bezeichnen, so dass nach Formel (5) 

w §ii — ^- 

ist. Auf diese Weise bleiben von den Coefficienten 61 nur diejenigen 
übrig, welche mit ©T^, S^„ ST,, . . ., oder %, %, %, g^i, %, ^w, . . -, 
oder 2^12; 2^13, JTjj, .. . bezeichnet worden sind, und welche wir bezüg- 
lich Normalkrümmungen, geodätische Krümmungen und geo- 
dätische Torsionen nennen werden, ^r wollen also, um zu re- 
sümieren, immer festhalten, dass jeder Goefficient 61 sein Zeichen wech- 
selt, wenn man die untern Indices vertauscht, und dass die Normal- 
krümmungen, die Torsionen und die geodätischen Krümmungen sich in 
folgender Weise ausdrücken: 

In jedem andern Falle ist äf ^^f 0. Wir bemerken überdies, dass wir 
.manchmal der bequemeren Schreibweise halber — JT^^ an Stelle von 9Z^ 
und §^^ anstatt Null stehen lassen werden. 

§ 246. Formeln von OodasEi. 
Unter Beachtung von (8) verwandelt sich jetzt die Bedingung (4) in 






xua sich weiter mit Hilfe von (3) in eine lineare Relation zwischen 
den X zn tranrformieren, die sich in die folgenden Bedingungen spaltet: 

die für die Existenz der Functionen x notwendig und hin- 
reichend sind. Wenn man jede der Zahlen i,j', A;, l als positiv und 
verschieden von den drei übrigen voraussetzt, so ist die linke Seite 
auf Grund von (7) null, und man erhält 

(10) ^a^jt — ^u^jk = 0. 

Diese Gleichung gestattet y^(^ — 3) Goefficienten W durch die n 
andern auszudrücken, und es ist somit die Zahl derjenigen Goefficienten 61, 

Ceiiro, natflrl. Oeomotrie. 20 
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welchen man in einem Punkte willkürliche Werte beilegen kann, auf 
w(n + l) reduciert für w>2. Die Formel (9) ist sozusagen die uni- 
verselle Godazzi'sche Formel^ aus der sich andere Formelgmppen 
ableiten lassen nach der verschiedenen Bedeutung der Goefficienten &. 
Wenn man einen der Indices 2;^ Z als null voraussetzt und den andern 
als verschieden von i und von j^ so giebt die Formel (9) 

Setzt man dagegen den nicht verschwindenden Index gleich i oder 
gleich j, so erhalt man 

Nehmen wir jetzt h = i, l^=^j. Dann geht die Formel (9) über in 

Setzen wir endlich voraus, dass nur eine der positiven Zahlen Ä;, l gleich 
i oder gleich j ist, so finden wir 

und auch 

Aber diese letzte Formel unterscheidet sich nicht von der vorher- 
gehenden, da (vgl. § 121) auf Grund von (8) die beiden linken Seiten 
identisch sind. Die Formeln der Gruppe (d) sowie die der Gruppe (a) 

zerfallen in -g-w(n — l)(n — 2) Tripel; aber in jedem Tripel von (a) 

giebt es nur zwei wesentlich verschiedene Formeln. Die Gruppen (/}) 

und (y) enthalten offenbar n(n — 1) und y ^ (** — ^) Formeln, so dass 

man in den knunmen n-dimensionalen Räumen im ganzen 

|-n(n-l)(«-2) + |n(n-l) = |n(«-l)(5n-l) 

Relationen hat, die den Godazzi'schen Formeln analog sind. 

§ 247. 

Von fundamentaler Bedeutung für die Untersuchung dieser Räume 
vom Standpunkt der natürlichen Geometrie ist die quadratische Form 

* = SüiX^^ + c^iÄ?2*H S^ija^iiTg • 
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Ihren ersten partiellen Ableitungen sind auf Grund der Formeln (1) 
die Ableitungen Ton Xq proportional. Es ist bier nützlich zu beachten, 
welche einfache Form diese Relationen infolge der in § 245 ausgeführten 
Bestimmung der GoefGcienten 3 annehmen. Man hat 

^ = &l,X^ — 2j §,jXj— 1 , ^ == — ^ijXo + §ijX, . 

Die Discussion von 9 führt zu dem Euler'schen Theorem und zu 
dem Begriff der Erümmungssysteme, welche durch die Bedingungen 
2^ = charakterisiert sind. Denken wir uns femer die Bedingungen 
für Unbeweglichkeit hingeschrieben in einem von den (n — l)-dimensio- 
nalen Räumen der Schar, die in dem gegebenen kinimmen Räume 
durch eine Function q^ definiert wird, so bemerken wir sofort, dass die 
tCjk für den genannten Raum q^ sich nicht von den Goefficienten 0J^ 
unterscheiden, so dass, wenn die n Räume q^ zusammengenommen 
den betrachteten krummen Raum constituieren, die Gleichung (7) 
aussagt, dass alle ihre tL null sind, d. h. dass sich die Räume not- 
wendig längs ihrer Krümmungssysteme schneiden müssen. 
Endlich führt die Discussion von O auch dazu, n Hauptkrümmungen 
zu betrachten, deren Product K^ gleich der Discriminante von 0, als 
Mass für die totale Krümmung dienen kann. Die Formeln (y) und 
(&) zusammen mit (10) liefern dann die Werte aller quadratischen 
Minoren von K^ und man kann daher sagen, dass die totale Krüm- 
mung einzig und allein von den geodätischen Krümmungen 
und ihren Variationen abhängt. Man bemerke noch, dass im Falle 
eines linearen Raumes die Function identisch verschwindet und die 

Codazzi'schen Formeln sich auf y^(^ — ^Y Bedingungen reducieren 

(vgl. § 233), die für die Linearität des n-dimensionalen Raumes 
notwendig lind hinreichend sind. 



§ 248. 

Wir wollen die oben entwickelten Formeln auf das Studium der 
infinitesimalen Deformationen der Überräume anwenden. Ein 
Punkt M eines krummen n-dimensionalen Raumes, der in einem 
linearen Räume mit einer Dimension mehr enthalten ist, verschiebe sich 
unendlich wenig in diesem Räume. Es seien t^o > ^i ; ^ ^ • • • ; ^» seine 
Coordinaten in der neuen Lage Jf ', bezogen auf die beweglichen Axen 
mit dem Anfangspunkt Jf , welche in der oben beschriebenen Weise 

gewählt sind, und man setze 

20* 
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n 



(11) «.v=^-2^««*- 

Die Fundamentalformeln zeigen sofort, dass, wenn M die unendlich 
kleine Strecke ds^ auf der Axe i durchläuft^ die Goordinaten des Punktes 
M' sich um 

UQidSi, u^idSi, f^idSi, ..., (un + l)dSi, ..., w„,-ds.. 

ändern. Wenn also allgemeiner der Punkt M sich in der durch die 
Cosinus' cci, a^, . , ., a^ in dem linearen Tangentialraum definierten 
Richtung bewegt und dabei die Strecke ds beschreibt, so erleiden die 
Goordinaten von M' die Variationen 

(12) yci+^^j^ijjds, 

und man findet daher, wenn man quadriert und summiert, dass die von 
M' durchlaufene Strecke ds' = (l-\'Sl)ds ist, wobei man abgesehen 
von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung 

hat. Im besondem stellen die u^ die auf die Längeneinheit reducierten 
Verlängerungen längs den Äzen dar, und die Betrachtung des Raum- 
elements, welches mit den Kanten dfs^ , ds^ , . . . , ds^ construiert ist, 
zeigt, dass Uij -\- Uji die Änderung des Winkels zwischen den Axen i 

und j ist, und dass die räumliche Dilatation pro Einheit den Wert 

• 

® =- «11 + «M + «M H \-%n 

hat, d. h. auf Grand von (11) 

(13) ö^^'Gt + ^^^-^o^'^- 

wo §i die Summe aller § mit dem zweiten Index gleich i ist. 



§ 249. 

Die Richtungscosinus' der Tangente der Bahncurve Ton M' erhält 
man ofienbar durch Multiplication der Grössen (12) mit 1 — Sl und 
durch Division mit ds. Sie haben also die Werte 

n 

(14) a^—Sla^ +2ccjUij . 

Dem Increment, welches a^ dabei erhalten hat, lässt sich inzwischen 
die Form geben 



§ 249. 
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wenn man 



1 

setzt. Da nun loji = — o,-^ ist^ so sieht man, dass die Richtung 
(^1 9 ^8 ; - ' ' 9 ^n) ^'^ ^^^ linearen Tangentialraum eine Drehung erfahrt, 
die gerade durch die schiefsymmetrische Matrix 







0)12 0>18 ... ©i„ 



C0.1 



'81 ^ 0)j3 . . . aij„ 



C9 



nl 



CO 



nS 



C9 



«i8 



... 



definiert ist (ygl. § 238). Im besondem drehen sich die Axen i und j 
in ihrer Ebene um -^%{ und Uij, und man erkennt auf diese Weise 
noch einmal, dass Utj 4~ ^jt ^^^ Änderung des Winkels zwischen den 
genannten Axen darstellt. Da sich nun Sl im allgemeinen nur in einer 
Weise auf kanonische Form reducieren lasst, so ist es im allgemeinen 
so, dass nur ein orthogonales Axensystem sich bei der Deformation 
orthogonal erhält, so dass ein beliebiges Paar derartiger Axen (i,j) 
sich in der eignen Ebene starr dreht, und zwar um einen Winkel 

w,7 = — Uji = y(^J — %0- ^^ femer die Grösse d'ij^^tiij — Uji eine 
orthogonale Invariante der Form cD.y ist, so erkennt man leicht, dass 
die d'ij in jedem Falle die doppelten Componenten der geodätischen 
Rotation bedeuten. Nach den Formeln (11) hat man nun 

(15) *.v-=(^ + §..)«.-(^^ + §.*)%. 

Man bemerke hier, dass auf Grund der Integrabilitätsbedingung 

die d' sämtlich verschwinden bei den Potentialdeformationen des Raumes 
in sich, d. h. wenn die Yerrückung tangential ist und zu Componenten 
die Differentialquotienten einer Function u nach den berührenden Axen 
hat. Dann erhält man aus (13) & = J^Uy da sich mit Hilfe dieser 
unserer Symbole die Formel von Lamd, welche dazu dient, den 
zweiten Differentialparameter auszudrücken, in folgender Weise schreiben 
läfist (vgl. § 225): 
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§ 250. 

Wir gehen über zur Wahl der Axen in dem deformierten Räume. 
Als Axe werden wir immer die Normale zu diesem Räume annehmen 
und werden die andern in Lagen wählen^ die sich unendlich wenig von 
denjenigen imterscheiden^ welche die ursprünglichen tangentialen Axen 
infolge der Deformation erhalten. So werden wir vorläufig zulassen^ 
dass es erlaubt sei^ als Axe i die in dem ursprünglichen linearen Tan- 
gentialraum durch die Cosinus' 

1 für j ^ij 



(17) aj = 



— ^Ji ,y j^i 



definierte Gerade zu wählen, betrachtet in der Lage^ die sie nach der 
Deformation einnimmt. Alsdann findet man unter Beachtung der Aus- 
drücke (14) y dass die Richtungscosinus' der neuen tangentialen Axen 
durch das rechteckige Schema 



Uqi 1 . . . 
Uq2 1 ... 



Uo, ... 1 



gegeben sind, dass mithin die Richtungscosinus' der neuen normalen Axe 

sind. Daraus folgt, dass beim Übergange von dem alten zum neuen 
System die Goordinaten x die Variationen 

(18) DXi= — Ui+UQiXo 
für i>0 und 

n 

(19) Dxq = — Wo —^%i Xi 

1 

erleiden. Es ist femer leicht, die neuen Differentialquotienten durch 
die alten auszudrücken, da offenbar 

;. = (i-ß)y«, 



1 

ist. Macht man im besondem die Annahme (17), so wird die linke 
Seite das Symbol des auf die neue Axe i bezüglichen Differential- 
quotienteu; während die rechte Seite sich auf 

reduciert. Es ist also 
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C8, 



= X-V 



Uji 



ds, ^'^•'•a«.' 



mithin sind die durch die Deformation in den ursprünglichen Differential- 
quotienten hervorgerufenen Variationen durch die Formel 



(20) 
gegeben. 



Dl=^lD-yu,4^ 



ds. ds 



1 



§ 251. 

Um nunmehr die Variationen zu berechnen^ welche die Krümmungen 
infolge der Deformation erleiden^ wird es genügen^ die letzte Formel 
auf die Relation (1) anzuwenden. Dabei ergiebt sich sofort 

i 1 * 

und dann unter der Voraussetzung t > und unter Zuhilfenahme der 
Formeln (18) und (19) 



3«*A.- 



(21) ^xMii= i?-'+^K%-^.K) 



X. 



+ ^(öC*«o.— «*oS*-^<«'^)=^*- 



Es folgt daraus^ wenn man die Goefficienten von Xq miteinander ver- 
gleicht und überdies i==j annimmt, 

■ 

Dagegen erhalt man für i^j 

f 

aber es ist klar, dass man auch muss schreiben können 

Vergleicht man feiner die Goefficienten von Xj miteinander, so findet man 
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§ 252. 

Die Identität der beiden für DZij gefundenen Ausdrücke lässt sich 
direct feststellen^ indem man auf Uq die Bedingung (16) anwendet 
Dieselbe giebt^ . allgemeiner auf Uj^ angewandt, 

(22) (^^+^,;ju,,- (^. + §>.)«« =J;(ö1>h- öl",«,,), 
wenn man die Relationen (9) beachtet. Für k=^0 erhält man 

Dagegen ergiebt sich für Ä; =» t 

Nimmt man endlich i^ j, h als voneinander verschieden und positiv an, 
so findet man die Relationen 



(23) 






§ 253. 

Es sind hiermit die Folgen der Identität (21) nicht erschöpft, da 
noch ausgedrückt werden muss, dass die Goefficienten, .welche null sind, 
gleich Null bleiben, und zwar gelangt man dabei für jedes Tripel 
i, j, k von positiven Zahlen, die voneinander verschieden sind, zu dem 
Tripel von Relationen 

(24) §ij,iiij — §^.uj,i + tjkU^, — ^jiu^^ = , 

§jitAjk — §ijUi^ + t[j^,Uoj — Wkj%i = . 

Man kann dieselben als die Bedingungen für die Permanenz des Dupin- 
sehen Theorems in dem deformierten Räume betrachten. Sie ver- 
knüpfen die Verrückungen durch partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung, imd man gelangt hiermit zu der Einsicht, dass die bisher 
untersuchte Deformation ftLr n>2 nicht die allgemeinste ist. 
Die oben aufgestellten Formeln gelten also in ihrer vollen Allgemeinheit 
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nur für die Flächen^ und es ist leicht zu verificieren^ dass sie sich 
für n=»2 thatsächlich auf diejenigen reducieren, welche wir im drei- 
zehnten Kapitel bewiesen haben. Die für n>2 constatierte Speciali- 
sierung ist infolge der Wahl der Axen eingetreten, da (vgl. § 222) die 
Gesamtheit aller tangentialen Axen des Raumes sich nicht 
immer als bestehend aus den Tangenten eines n-fachen Ortho- 
gonalsystems von Gurven ansehen lässt, obwohl die Orientiei*ung 
der genannten Axen sich continuierlich mit der Lage des Anfangspunktes 
ändert. 



§ 254. 

Andere einschränkende Bedingungen könnten sich möglicherweise 
aus der Permanenz der universellen Codazzi'schen Formel er- 
geben. Da wir aber diese Formel durch Anwendung der Bedingung 
(16) auf die Coordinaten eines festen Punktes erhalten haben^ so brauchen 
wir nur zu untersuchen, ob die Verrückungen irgend einer Beziehung 
unterworfen werden müssen, damit die genannte Bedingung in dem 
deformierten Räume bestehen bleibt. Es lässt sich nun aus der Formel 
(20) leicht ableiten 

T. a' ^'_7) — ^—!^l ^/ ^' I a* \ 

d€i dsj dSf dsj ^ dsj dsj^ ^ y***« a*j ds^ "■■ ^*^ a«^ a« J ' 

Wenn man hier i mit j vertauscht und dann die beiden Gleichungen 
voneinander abzieht, indem man die Relationen (16), (22), (24) und 
ausserdem die Relation 

beachtet, welche aus jedem der Tripel (24) folgt, so gelangt man 
zu einer Identität. Es existieren also ausser (24) keine Beschrankungen, 
die den Verrückungen aufzuerlegen sind. Zu demselben Schluss wären 
wir weniger rasch auf dem directen Wege gelangt, d. h. durch Berech- 
nung der Variationen, welche die Deformation in der Codazzi'schen 
Formel hervorruft, um dann die schliesslich resultierende Identität in 
Evidenz zu setzen, hätten wir in zweckmässiger Weise die partielle 
Integration und manchen andern Kunstgriff anwenden müssen. 



§ 255. 

Wir wollen nunmehr zum Studium der allgemeinen Deformation 
zurückkehren. Die pseudosymmetrische Matrix 
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U 



Ol 



1 t?5^i . . . V„^ 



^On 



^'l« ^2^ ••• 1 



sei diejenige, welche die Orientierung der Axen in dem deformierten 
Räume inbezug auf die ursprünglichen Axen definiert. Wenn man die 
Axe wieder normal zu dem Räume annimmt, so wird t;^,. = Uoj sein, 

und die andern y^(** — ^) infinitesimalen Grossen v werden derartigen 

Bedingungen genügen müssen, dass in dem deformierten Räume die 
Existenz eines n- fachen Orthogonalsystems von Gurren gesichert ist, 
die in jedem ihrer Punkte die Axen 1, 2, 3, . . ., n berühren. Lassen 
wir die v vorläufig willkürlich, so werden sich die gesuchten Bedingungen 
ganz von selbst aus den Rechnungen ergeben, die wir auszuführen im 
Begriffe stehen, und es wird sich zeigen, dass es gerade dieselben sind, 
die die Permanenz des Dupin'schen Theorems in dem deformierten Räume 
sichern. Wir bemerken zunächst, dass die durch die Cosinus' 



aj = 



1 für j = i 

— Uji + Vji „ 'j^i 



definierte Richtung durch die Deformation zum Zusammenfallen mit 
derjenigen der neuen Axe i gebracht wird. In der That ersieht man 
aus den Ausdrücken (14), dass infolge der Deformation die genannten 
Cosinus' die Werte 

1 für j = t 

(1—Uii)aj + Uji = 



Vji 



» 






annehmen. Also drückt sich der neue auf die Axe i bezügliche Diffe- 
rentialquotient in folgender Weise aus: 

Mithin ist an Stelle der Formel (20) jetzt zu setzen 



(25) 



dSf dSf 



yiujt-vi^j-, 



^ 



dt. 



ebenso anstatt (18) und (19) 



« 



§ 256. 

§ 256. 
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Wenn man unter Benutzung der obigen Formeln in den Unbeweg- 
lichkeitsbedingungen alles yariieren lässt^ so erhält man eine lineare 
Relation zwischen den Goordinaten x^ die sich wegen der Willkürlich- 
keit derselben spaltet und liefert 

(26) i>fl!.^=-g-*-i;<.(«u-t.o)-i;K%-öiK) • 

i l 

Erinnert man sich daran, dass fOr jedes Tripel i, j. Je von positiven 
und voneinander verschiedenen Zahlen 

sein muss, so findet man die Bedingungen 



(27) 



^•t.- 



^^ + (§jk - § j «« - (§», - §ji) vj, 

+ §u«y — §u^tJ + 2->t»o, — Syjttoi = 0, 



dVfj 



+ §uUjk — §ijUn + St,.«oy — tCtjU^i = 0, 

« 

denen man auf Grund der Formeln (23) auch die bemerkeuswert ein- 
fache Form geben kann 



(28) 






Diese letzteren sind auch aus dem Grunde bemerkenswert, weil sie 
wegen der Identität 



(4:+^>*)^'-^==(4+^«)§*. 



erfüllt sind, wenn man jedes u^y — Vi^ durch ^,7 ersetzt. Durch etwas 
weitläufige Bechnungen, die aber keinerlei Schwierigkeit bieten, yeri- 
ficiert man ferner, dass die Gleichungen (27) integrabel sind; und andrer- 
seits erkennt man unter Benutzung der Formel 
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ds, 



die eine einfache Folge von (25) ist; dass die Integrabilitatsbedingung 
(16) und infolgedessen die universelle Codazzi'sche Formel in dem de- 
formierten Baume bestehen ^ wenn die Gleichungen (27) erfallt sind: 
Diesen Bedingungen allein ist also die Wahl dert; unterworfen. 
Ist ein beliebiges System von Functionen v gefunden, die den Gleichungen 
(27) genügen^ so wird alsdann die Formel (26) leicht zur Kenntnis 
der Änderungen führen, welche die Deformation in den yerschiedenen 
Krümmungen hervorruft: 

« n n 



dUf,. 



1 1 

n 



BtCi, = — ^ + %iUos—^ tL^iUtj —^ (2:,i»^i + C>i»,t) , 

n 

Diese Formeln lassen sich mit Hilfe von (22) in mannichfacher Weise 
umformen^ und es ist besonders bemerkenswert die folgende Umformung 
der letzten von ihnen: 

(29) D§,j = 1^- (4 + §>') («-v - ".•>)- 2 ^« («»> - **^) • 



§ 257. Theorem von Beez. 

Setzt man den Raum als unausdehnbar voraus^ wobei dann die 
Form Sl identisch null sein muss^ so haben die Functionen u ebenso 
wie die Functionen v die Eigenschaft %,= — Ufj, und man kann daher^ 
wenn w>2 ist, t;=M annehmen; denn wenn die Gleichungen (28) erfallt 
sind; so reducieren sich die Bedingungen (27) notwendig auf die (23). 
Sind die v in dieser Weise gewählt, so sieht man nach dem in § 255 
gesagten sofort, dass die neuen Axen sich in den Lagen befinden, welche 
die alten (willkürlichen) infolge der Deformation annehmen, und man 
kann daher das Zeichen D durch 9 ersetzen (vgl. § 204). Es bleibt 
also ebenso wie bei den Deformationen der unausdehnbaren Flächen 
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jedes orÜiogonale Axensystem orthogonal; aber fClr n>2 hat dies nichts 
befremdliches, da sich in Wirklichkeit der Raum nicht deformiert. 
In der That erhalt man aus (29) sofort 9§ij = 0f d.h. die geodätischen 
Krümmungen variieren nicht; und dann sieht man auf Grund der Gruppen 
(y) und (ß) der Codazzi'schen Formeln, wenn man (25) beachtet, dass 
auch die Normalkrümmungen und die geodätischen Torsionen un- 
geändert bleiben; denn für jedes Tripel Ton Werten, die man i, /, k 
erteilt, bewahren sechs (im allgemeinen) voneinander unabhängige Func- 
tionen der sechs Erünunungen S^i^&lj^..,yWij, nämlich c^i^jk-\'^ij^ik9 
SIjSZ^ — Ejk^ und die andern analogen, ihre Werte. Es bleiben also 
alle Krümmungen ungeändertj,^ und auf diese Weise ergiebt sich eine 
wicht^e Thatsache, die von Beez angegeben und dann von Ricci 
mehr in Evidenz gesetzt worden ist, nämlich die Unmöglichkeit, 
einen unausdehnbaren Raum zu verbiegen, wenn derselbe mehr 
als zwei Dimensionen hat. Während man einen unausdehnbaren Faden 
soknge verbiegen kann, bis man ihm eine beliebig vorgeschriebene 
Form g^eben hat, haben wir bereits gesehen (§ 170), dass eine un- 
ausdehnbare Fläche durch Biegung nicht eine beliebige Form annehmen 
kann, und jetzt lernen wir aus dem Theorem von Beez, dass es genügt, 
einen Raum von drei oder mehr Dimensionen unausdehnbar zu machen, 
um seine vollkommene Starrheit herbeizuführen, d. h. um bei ihm 
jegUche Formänderung zu verhindern, und es hat also ganz den An- 
schein, als ob die wachsende Dimensionenzahl die Biegsamkeit des 
Raumes zu zerstören strebte. Femer zeigt uns die obige Analyse, dass 
die von Beez entdeckte Unmöglichkeit zum grossen Teile darauf beruht, 
dass der Raum sich derart deformieren muss (2>^^ = O) , dass die 
niedem Räume, welche ihn erzeugen, nicht aufnören sich in der von 
dem Dupin'schen Theorem vorgeschriebenen Weise zu schneiden. Daraus 
ergiebt sich anscheinend eine solche Starrheit in der geometrischen 
Structur des Raumes,. dass es unmöglich ist, ihn zu einer Deformation 
zu bringen, ohne dass die erzeugenden Räume sich ausdehnen oder 
zusammenziehen. Ausnahmsweise hört diese Starrheit auf, wenn in der 
Determinante K alle diejenigen Hauptunterdeterminanten dritter Ord- 
nung verschwinden, welche eines oder zwei gegebene Hauptelemente 
enthalten, und wenn demgemäss eine oder mehr Normalkrümmungen 
und geodätische Torsionen variieren können. Diese Wiederherstellung 
der Biegsamkeit hat ihren eigentlichen Orund in der grösseren Frei- 
heit, mit welcher der Raum wegen der teilweisen oder vollständigen 
Unbestimmtheit seiner Krümmungsscharen dem Dupin'schen Theorem 
genügen kann. Solche Ausnahmsräume sind kürzlich von Banal studiert 
worden unter Benutzung des mächtigen Hilfsmittels der absoluten 
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Differentialrechnung^ welche von Ricci für die natürliche Ana- 
lysis der allgemeinsten geometrischen Mannigfaltigkeiten erfunden wor- 
den ist. 

§ 258. 

Damit über den oben gegebenen Beweis des Theorems von Beez 
kein Zweifel übrig bleibe^ wollen wir noch zeigen^ dass, wenn die 
Krümmungen sich nicht ändern; der Raum nur eine starre 
Bewegung ausführt. Wir nehmen ein orthogonales System unbe- 
weglicher Axen an: Es seien a^Qy ^ti; * • -; ^in ^^ Richtungscosinus' 
der Axe i und Xq^ x^y , . ,y x^ die Coordinaten des Anfangspunktes. Aus 
§ 249 ist zu entnehmen, dass unter Voraussetzung der Unausdehnbarkeit 
die Uij gerade die Componenten der Rotation sind, wie die u^ die 
Gomponenten der Translation. Es seien Vij und v^ die analogen 
Grössen inbezug auf die unbeweglichen Axen. um sie zu berechnen, 
bemerken wir, dass die Variationen der Coordinaten 

von M inbezug auf die unbeweglichen Axen offenbar die Werte ^OifUj 
haben und sich andrerseits durch die v und die | in folgender Weise 
ausdrücken lassen müssen: 

(30) Vi + 2'^is 1/ = 2^ii^i ' 

Man braucht nur die beiden Axensysteme miteinander zu vertauschen, 
um zu sehen, dass gleichzeitig 

ist, und daraus die erste der Formeln 

(31) v^ = ^OijUj + ^OijUjkXj^ , Vij = ^cCi^ajiUj^i 

abzuleiten. Zu der zweiten gelangt man dadurch, dass man v^ in (30) 
einsetzt und die Goefficienten von ^ miteinander vergleicht, nachdem 
man zuvor bemerkt hat, dass 

ist. Dies vorausgeschickt differenzieren wir die zweite Formel (31), 
indem wir die ünbeweglichkeitsbedingungen berücksichtigen: 

Wenn man in dem ersten Bestandteil der zweiten Summe k mit m ver- 
tauscht und in dem zweiten Bestandteil l mit m, so kann man auch 
schreiben 



§ 268. 
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2 ".7 "V 






ms=sn 



+2'Ki«--<i«»J 



fn=sO 



und da man, um die Unveränderliclikeit aller Krümmungen auszu- 
drücken^ aus (26) erhalt 



du 



^=2K>--<-^4^ 



so sieht maU; dass 



"Sl - 0, 



f 7 



^V.. 



•7 



• 7 



a«. 



= 



a«, " ' a«, 

isty d. h. dass alle Vij constant sind. Ebenso findet man unter Be- 
rücksichtigung der Formeln (11) 

und es ist klar^ dass die letzte Summe verschwindet^ da die Elemente^ 
welche den Anordnungen jTc und kj der Indices entsprechen^ gleich und 
Yon entgegengesetzten Zeichen sind. Inzwischen hat man 



__a 

da. 



^Viili ^^^vVij +^ OiiUjy . 



Also liefert die DifiEerentiation von (30) 



dvi 



dvi 



da^ 



- = o, ^ = 0, 



a«, 



dv. 
—^=0 

•' a«. ^ 



mithin sind auch die v^ alle constant. Es ist also wahr^ dass der 
Baum nur eine starre Bewegung ausfahrt in dem Sinne^ dass alle seine 
Punkte dieselbe Translation (v©, v^, . . ., v„) erfahren und dieselbe Rota- 
tion^ die durch die Constanten Vij definiert ist. 



Yerscliledeiie Bemerkmigeii. 



über die Anwendimg der Ghrassmann'sclieii Zahlen. 

Die Anwendung der alternierenden Zahlen verleiht den Rechnungen 
und den Resultaten der natürlichen Analjsis der Flächen eine sehr prädse 
und elegante Form und gestattet im besondem, die drei Formeln von 
Codazzi in eine einzige zusammenzuziehen. Den bekannten Bedingungen 
(§ 148), die für die Unbeweglichkeit des Punktes (x^ y, 0) notwendig und 
hinreichend sind, lässt sich die Form geben 



(1) 



4 ^ = 12 . 4« + k§ . jy + j2>? . k« — i 
j ^ = kf . 4« + jS>?. jy + 4C . k« 
k Ij- = iS>? .4« + 42: . jy + k§ . k«, 



wenn man fibereinkommt, dass die Einheiten 4', j,k verschwindende Quadrate 
haben, and dass ausserdem die Bedingimgen 

(2) 4 = jk=. — kj, j = k4 = — 4k, k-.4i = — j4 

erfüllt sind. Man- kann aber die Formeln (l). durch Summation in die eine 
Formel 

(3) |^ = «Ä-4 
zusammenziehen, in welcher nur die beiden Vectoren 

Ä = i« + jy + k;s, (o = iE -\- i&l + M,§ 

auftreten. Auf diese Weise reduciert sich die Differentiation nach dem 
Bogen auf die äusserst einfache vectorielle Operation, die durch das Symbol 
G) dargestellt wird. Es ist also von Wichtigkeit, die Wirkung der Opera- 
tionen 09^, (»',... auf die Fundamentaleinheiten zu kennen. 

Man muss vor allen Dingen beachten, dass nach den Vereinbarongen 
(2) das Product von drei Fundamentaleinheiten im allgemeinen gleich Null 
ist ausser, wenn nur der zweite oder nur der dritte Factor gleich dem 
ersten ist. In diesen beiden Fällen reduciert sich das Product auf den übrig 
bleibenden Factor, der bezüglich mit dem umgekehrten Vorzeichen oder mit 
dem eignen Vorzeichen zu nehmen ist. Es ist mit andern Worten 

(4) U3 = — 3, ij{,»=3, 



über die Anwendimg der Grassmann'schen Zahlen. 321 

Daraus folgt, wenn man allgemeiner die vectoiiellen Operationen 

betrachtet, dass die Operation 

4-^1^1«« + k3Ci52 + kkqc, , 
z. B. auf die Einheit i angewandt, das Resultat 

tjiait, + Ikia^Cj + ii^hh + kkiCjC^ 
liefert. Es ist also 

(5) ^^^ = — i(aiaj + ^i^j + ^^») + w»^ • 

Wendet man sie dagegen auf die scalare Einheit an, so erhält man 

i 9 k 

Oj hl c^ 

a^ h^ c^ 
Im besondem ist (io' = und 

(7) «)H = — ix»+o)I, ö)«3 = — 3x»+«S«', o)»k = — kx»+ü)§, 

wo M den Modul von a> darstellt. 

Jetzt ist es sehr leicht, die Formeln zu finden, mit deren Hilfe sich 
die successiven Differentialquotienten von Xj y^ z linear in x^ y^ z aus- 
drücken lassen. In der That giebt, wenn man von den Variationen der 
Krümmungen absieht, die Formel (3) 



(6) wi CO, «= 



da* 



= (o"Ä — ©»-H, 



und alles reduciert sich auf die Berechnung der Resultate der Operation co'', 
angewandt auf die Fundamentaleinheiten. Zu diesen Resultaten gelangt 
man leicht mit Hilfe der Formeln (7) und der folgenden, die evident sind, 

(8) wi — 3g — k9?, (i)3 = k2: — 1§, »k^i©? — js:. 

Denn wenn man beachtet, dass das Resultat von mehreren identischen 
vectorieUen Operationen, die auf eine scalare Grösse angewandt werden, null 
ist, so erhält man 

Will man im besondem die Formeln haben, welche die zweiten Ableitungen 
liefern, so ist 

— - =r »'la; -|- o>*32/ + »'kxf — wl, 
d. h. auf Grund von (7) und von (8) 

^ Äx» + kg>? - i§ + » (Ja; + 6>?y + §z) . 

Cesiro, natOrl. Q«oi&«trie. 21 
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Diese Gleichung spaltet sich offenbar in 

Zu den zweiten Gliedern muss man noch die Tenne hinzufQgen, welche 
von der Variation der Ejrümmungen herrOhren, d. h. 

dm d§ d§ dZ d€ dSt 

^dr~^di' ^d8~^d8' ^ds ^dT' 

Eine andere bemerkenswerte Folgerung werden wir aus der Formel (5) 
erhalten, wenn wir von der Bemerkung ausgehen, dass 

(9) {^^ — ()()|a)i)t a= (a^Oi — oDiOj 

ist. Es sei ia-f'i&4'^^ ^® vectohelle Operation, welche mit lo^oo^ — a^tOi 
äquivalent ist, es sei also 

(ia + j& + kjef)Ä s» (oD^cd, — (»j09i) A. 

Auf Grund der Formeln (4) hat man 

i(o>iio^ — (o^(Di)i = l(ta + j& + kc)l = 36 +kc. 

Unter Berücksichtigung von (9) ergiebt sich also 

j5 4" kc = ifo^a^ — ioo^Os , 

kc -f- 4ö = Jwg^i — j®i^t 1 
la + j^ ^ koojCi — kcDjC^ , 
femer durch Summation 

(10) la -j- 36 -|- kc= -g'C®!^ — fij^ ©1) = (Dl cö^ . 

Demnach reduciert sich die Operation oo^oo^ — (»10)1 ) welche, ange- 
wandt auf die scalaren Grössen, mit 2g)iG)^ äquivalent ist, bei 
ihrer Anwendung auf einen Yector auf oD^oog. 

Dies vorausgeschickt wollen wir auf der Fläche eine zweite Curve be- 
trachten, welche im Anfangspunkt die Axe y berührt, und mit Hilfe der Indices 
1 und 2 alles das unterscheiden, was sich auf die erste oder die zweite 
Curve bezieht, g^ und q^ seien die Parameter, welche die beiden Curven 
in einem zweifachen Orthogonalsystem definieren, das auf der Fläche ge- 
zeichnet ist, und man setze 

fi,j = i^^ -f. 3S)?j -|- ic§i , (0^ = 49?, — je:, + k§, . 

Die Bedingung (3), geschrieben fär die Curven der einen oder der andern 
Schar, wird 

(11) |f=-».Ä-i, fj — «,Ä-i, 

und es ist bekanntlich für die Eidstenz von il notwendig und hinreichend, 
dass man hat 
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^ ^ a«! a«, • a«, a«i a«, a«i ' a«i a«. 

Inzwischen leitet man aus den Formeln (ll) ab 

und in dem besonderen Falle Sl = wird die Formel (12) 

Die linke Seite hat den Wert i§i — igg — k(2:i + 2,), mithin ist 

^t-^' §« = ^. ^. + ^, = 0, 

und man kann daher setzen 2^^ = — S^^ ""^ ^ ' Nunmehr reduciert sich die 
Formel (12) sofort auf 

Also ist, wenn man das Theorem (10) berücksichtigt, 

Dies ist die Gleichung, welche die drei Codazzi'schen Formeln 
in sich einschliesst. Man gelangt zu denselben (vgl. § 154), wenn man 
bemerkt, dass die rechte Seite nach (6) den Wert 

i 9 k 

m^ t lg, 

hat. 

Wir fordern den Leser auf, die Anwendung eines analogen Calcüls in 
den Überräumen zu versuchen, indem er sich ein System von Einheiten {ij) 
mit zwei Indices denkt, die vor allem die Eigenschaft haben, ihr Vorzeichen 
zu wechseln, wenn man die beiden Indices miteinander vertauscht. Man 
wird femer voraussetzen müssen, dass (ij){ht)=^0 ist, wenn i, ^', k^ l alle 
voneinander verschieden sind, und dass man (ij){jk) = (ik) hat, so dass 
im besondem (ijy = — {ji) (ij) = — (Jf) = ist, wahrend dagegen die 
Einheit (ij), links mit (ii) oder rechts mit (Jj) multipliciert, sich nicht 
ändert; u. s. w. Von dem auf diese Vereinbarungen gegründeten Calcül 
erhält man ein klares geometrisches Bild, wenn man annimmt, dass die 
Ecken eines (n — l)-fachen n-edroids mit 1 bis n numeriert sind und dann 
mit (ij) die Operation bezeichnet wird, welche in dem Durchlaufen der von 
der Ecke i nach der Ecke j führenden Seite bestellt. Die oben benutzten 
Zahlen beziehen sich auf den FaU n = 3, in welchem die Einheiten 

t = (32), j = (l3), k = (2l) 
sind. 

21 • 
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Über das Gleichgewicht biegsamer und nnausdehnbarer Fäden. 

Es sei in einem linearen n-dimensionalen Baume ein vollkonmien de- 
formierbarer Faden gegeben , und wir wollen als Axen die Tangente, die 
(n — 1) -Normale, . . . und die Hauptnormale in einem beweglichen Punkte 
des Fadens wählen. Dieser wird als unendlich dünn vorausgesetzt, jedoch 
derart, dass jedes Element ds eine gewisse Masse qds hat. X^ sei längs 
der Axe i die Componente der auf qds wirkenden Kraft, berechnet für die 
Masseneinheit, und u^ die Projection der Verrückung auf dieselbe Axe. Die 
Bichtungscosinus' des Fadenelements nach der Deformation sind offenbar 
proportional zu ds-\- iu^^ du^^du^y . . .^ öu^^ und man hat also, wenn 
man mit T die Spannung pro Längeneinheit bezeichnet, fOr den Fall des 
Gleichgewichts mit den äusseren Kräften 



qX,d8 + i(T'^)^0, 



wobei zu Tdu^ fär den Fall i = 1 noch Tds hinzuzufügen ist. Inzwischen ist 
hier die Bemerkung von Wichtigkeit, dass die Fundamentalformeln (§ 237) 
fOr die Bichtung («i , fifg , . . • > O ' "^^^^ i^'^'^ dieselben in der Form 



ds ds 9n-^i^% ^«-.+1 

schreibt (was immer möglich ist, und zwar für jeden Wert von t, falls man 
übereinkonmit 

zu setzen), auch dann bestehen, wenn man anstatt der a die Projectionen 
eines beliebigen variablen Segments auf die Axen betrachtet. In der That ist 

Wir können also schreiben 

\ ds J \ ds J^ 9n^i+% ^»-*+i ' 

und die Gleichungen fOr das Gleichgewicht werden im allgemeinen 

Endlich kommt nach Tollst&ndiger Elimination des Zeichens d 

aX I ^ It(^'*' I "'"' "*+' W I ^ '^"^-' ^ '^"'+' 

Auf diese Weise gelangt man für «>= 1, 2, 3, . . ., n, wenn man alle ge- 
troffenen Vereinbarungen im Auge behftlt, zu den fundamentalen natflr- 



über das Gleichgewicht biegsamer und nnaasdehnbarer Fäden. 325 

liehen Gleichungen für das Gleichgewicht eines Fadens in einem 
linearen n-dimensionalen Bamne: 

— L.(p + ^ ^Wo, 

+ i.(;^-J^=l + J^ ^) = 0. 

Im besondem findet man fOr n = 3 , wenn man mit X, F, Z, m, t;, tr 
die Gomponenten der beschleunigenden Kraft und der Verrückung, mit q 
und r den Flexions- und den Torsionsradius bezeichnet, die Gleichungen 

«^ + iWg-f + ')]-f(S + f + F) = «. 

die von Maggi angegeben worden sind. Wenn der Faden unausdehnbar 
ist, so braucht man nur zu beachten, dass sich die Variation des Elements 
ds aus der Relation 

(ds + ddsy = (ds + du^y + (du^y h 1- (dwj> 

ergiebt, ans welcher im Falle infinitesimaler Verrückungen dds = 8u^ folgt. 
Dann sieht man, dass die ünausdehnbarkeit inuner durch die Gleichung 

ds ^1 
ausgedrückt wird. 

Wenn man von den Verrückungen absieht, so reducieren sich die ge- 
fundenen Gleichungen auf die äusserst einfache Form 
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«X,+ ^=0, 2X,+ ^ = 0, X,= X, X«_i = 0, 

und man sieht, dass der Faden immer eine derartige Lage annimmt, 
dass die osculierende Ebene in jedem Punkte die beschleunigende 
Kraft enthält. Dieses Theorem bildet eine neue Erklftrong dafür (§ 153), 
dass ein Faden, der Über eine Fläche gespannt wird, die Gestalt einer geo- 
dätischen Linie annimmt. In der That setzt die Fläche dem Faden, der die 
Neigiing hat, gerade zu werden, eine normal gerichtete Beaction F ent- 
gegen, die aber auch in der oäculierenden Ebene der Gleichgewichtscurve 
liegen muss. Diese ist also derart, dass die osculierende Ebene in jedem 
Punkte senkrecht zur Fläche ist, mithin ist sie eine geodätische Linie. Femer 
ist ersichtlich QqF= T= Const., d. h. die Eeaction, berechnet pro Längen- 
einheit, ist proportional zur Krümmung des Fadens, und wir können 
uns auf diese Weise erklären, weshalb in den Berührungspunkten des Fadens 
mit den Asymptotenlinien der Fläche die Beaction fehlt. 

Aus demselben Theorem folgt, dass die Gleichgewichtscurve eben ist 
im Falle von Kräften, die von einem Centrum ausgehen. Wenn die be- 
schleunigende Kraft eine unveränderliche Bichtung hat, so drückt man dies 
aus (§ 12), indcQi man schreibt 

dtp 1 

wo (p die Neigung der Tangente des Fadens gegen die Bichtung von X ist. 
Die Gleichungen für das Gleichgewicht werden 

dT T 

gZ cos 9 + j^ = , gZ sin 9 = y , 

und es lässt sich daraus, wenn man X eliminiert und integriert, leicht ab- 
leiten, dass T sin <p längs des ganzen Fadens einen constanten Wert T^^ 
bewahrt, so dass man hat 

T T 



sin ip ^ qg ein' <p 

Hier bieten sich zwei bemerkenswerte Specialfälle. Wenn der Faden homogen 
{q constant) ist, so giebt die letzte Gleichung 



— i—s — , / Xds ^ — a cot m , 



wenn man TQ = aq setzt. Daraus folgt, dass die natürliche Gleichung 
der Gleichgewichtscurve 



-i(«+i(/-)") 



ist. Wenn femer der Faden nicht homogen ist, wenn man dagegen die 
Dichtigkeit von einem Ende zum andern derart variieren lassen will, dass 
er überall der deformierenden Wirkung gleich stark widersteht, so muss 
man setzen T=^aq^ wo a constant ist. In diesem Falle leitet man aus 
der zweiten Gleichung für das Gleichgewicht ab 
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femer 



Q Sin 9 



^, , J Xds = a log tg f , 



= 2X1'' +' /• 



Wenn z. B. X constant ist (und zwar kann man immer annehmen X = l), 
wie es bei einem schweren Faden der Fall ist, der, in zwei Punkten be- 
festigt, sich nnter dem Einflnss der Schwere in der Gleichgewichtslage be- 
findet, dann werden die beiden vorhin erhaltenen natürlichen Gleichungen 



1 •*' 






und stellen die gewöhnliche Kettenlinie und die Kettenlinie gleichen Wider- 
standes dar. Auf diese Weise rechtfertigen sich die Namen, welche wir 
diesen Gnrven gegeben haben (§ 5, b, c). 

Ebenso schnell und mit ebenso einfachen Mitteln lassen sich andere be- 
kannte Fragen der Mechanik behandeln. Wir fordern den Leser auf eine 
Anwendung der hier auseinandergesetzten Methode auf das Studium der 
Deformation von Fasern oder materiellen Linien anzuwenden, die in einem 
elastischen Körper liegen. Dabei hat man statt der Spannung die inneren 
Kräfte zu betrachten, die in allen Eichtungen auf jedes Element der Faser 
wirken. Die Formeln, welche man in dieser Weise erhält, müssen für die 
Behandlung specieller Probleme analoge Vorteile bieten, wie es die krumm- 
linigen Coordinaten thun. 



Über die Elasticitätsgleicliiiiigeii in Überrönmeii. 

Die von Beltrami in seiner Abhandlung Über die allgemeinen 
Elasticitätsgleichungen angedeuteten Rechnungen lassen sich mit einer 
gewissen Leichtigkeit und nicht ohne Eleganz auch in einem krummen 
Eaume mit beliebig vielen Dimensionen ausführen, wenn man von der Be- 
zeichnungsweise Gebrauch macht, die wir im letzten Kapitel angewandt 
haben. Erinnern wir uns zunächst daran (§§ 248, 249), dass für ^0 = 
die Coefficienten der Verlängerung und die körperliche Dilatation pro Ein- 
heit durch die Formeln 

gegeben sind. Wir werden femer die Änderungen Oij der Winkel zwischen 
den Elementen der Coordinatenlinien zu betrachten haben und die doppelten 
Gomponenten ^ij der Rotation des Mittels. Ihre Ausdrücke gewinnt man aus 
den Formeln 



(1) 



y(Ö.> — »a) = uji = gj — §iji*{ , 
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die sieb im wesentlichen auf eine einzige redncieren (§ 249), wenn man 
beachtet, dass 

9ij = Oji , -^,7 = — ^ji 

ist. Wenn man nunmebr 

(2) _i.(^e«+B^#;,) 

als den einzigen wirksamen Teil des Potentials fOr die Bildung der unbe- 
stimmten Gleichungen annimmt, so gelangt man durch das gewöhnliche Ver- 
fahren zu den Gleichungen 

(3) 2, + ^1^ + «^'(4 + ^^ ~ ^'^)*'^ + ^**' °" ^ 

ohne den letzten Term in dem ersten Gliede. Dieser letzte Term ist noch 
zu berechnen, damit die Formeln (3), abgesehen von der Variation der 
Isotropieconstanten, die allgemeinen Elasticitätsgleichungen isotroper Medien 
in einem beliebigen krummen Baume oder Überraume werden. Inzwischen 
erhält man, wenn man das von Beltrami zur Auffindung der Formeln (4) 
seiner Abhandlung eingeschlagene Verfahren befolgt, anstatt unserer Formeln 
(3) die Gleichungen 

In welchen die T^ und die Tij die Spannungen der Elemente der Coordinaten- 
iinien und -flächen sind. Der dem letzten Summenzeichen beigeftigte Index i 
soll daran erinnern, dass bei der betreffenden Summation der durch den Wert 
^' = i definierte Term fortzulassen ist. Die Formeln (4) sind unabhängig 
von der geometrischen Natur des Baumes sowie von der physikalischen Be- 
schaffenheit des Mittels. Wenn man diese specialisiert durch Einfuhrung 
der Voraussetzung der Isotropie, so hat man 

T. = —{A—^B)S — 2Be, , Tij^—BOij , 

und die Gleichungen (4) werden 

Nun liefert der Vergleich mit (3) unter Berücksichtigung der Fonneln (l) 

(5) «' — kl^''^+2^si{e.-e;)+^§,,Q-^.~%,u) 



Inzwischen ist 



+^'(Ä+*)(^-«"-) 



kT»'-:^^+k2^9>-^-^" 
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Andrerseits hat man auf Grand der Integrabilit&tsbedingung (§ 249) 

mithin 

Setzt man in (5) ein, so kommt 

Auf diese Weise ist bewiesen, dass a^ eine lineare Form in den u ist: 

Fasst man die Glieder zusammen, die uj als Factor haben, so erhftlt man 

(6) a^j = {§,- §j,)§,j - ^(§j-§ij) -^§ti% 

für i^j. Dagegen ist 

Jetzt könnten wir die Coef&cienten a durch die Functionen Q ausdrücken; 
aber^es ist zweckmässiger, die Normalkrümmungen SZ und die geo- 
dätischen Torsionen W einzuführen, indem man die Gruppen (y) und 

ö) der allgemeinen Codazzi'schen Formeln (§ 246) berücksichtigt. Die Formel 

7) Iftsst sich in folgender Weise schreiben: 

'.. ^d^ + ^ + * + «>■') -I<S,~ Hu) 9u . 



l 



Die zweite Summe ist gleich 

J k k J J k 

Also ist 

oder nach den Formeln (y) 

(8) a„=^(2)?,2>?, — a:?y). 
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Ebenso kann man den Gleichnngen (6) die Fonn geben 

d. b. auf Grand von (d) 

(9) Ois 2 {^k ^iS + ^ik^5^) - 

Diese Formel zeigt, dass a,^ = O/,- ist. Man wird also dazu gefOhrt, die 
quadratische Form 

(10) TT = ^^aisU^Ui 

zu betrachten, deren erste partielle Ableitungen gerade die a^ sind. Um 
zu erkennen, welches die Bedeutung von U ist, bemerke man, dass man 
zu den Gleichungen (3) ebenso gelangt sein würde, wenn man als wirk- 
samen Teil des Potentials den Ausdruck (2), vermehrt um 2BU^ ange- 
nommen hätte. Dies kann man so ausdrücken, dass die Krümmung des 
Baumes einen Verlust an elastischer Energie zur Folge hat, wie wenn 
ein Teil dieser Energie von dem Körper darauf verwandt würde, die 
Schwierigkeit zu übenvinden, die ihm die Deformation in einem nicht 
linearen Baume bietet. Es kann jedoch der Fall eintreten, dass U<CO 
ist, und dann ist die elastische Energie wiederum intensiver als die, welche 
in einem linearen Baume vorhanden sein würde, wie wenn die Form des 
Baumes derart wäre, dass sie die elastischen Deformationen vielmehr er- 
leichtert als erschwert. Mit andern Worten: Denken wir uns den Baum 
erstarrt in seiner geometrischen Beschaffenheit und setzen wir andererseits 
die Materie als begabt mit einer Art von Trägheit voraus, auf Grund 
deren sie immer da^ Bestreben hat, sich so zu deformieren, als ob sie 
sich in einem linearen Baume befände, so können wir sagen, dass 
der Baum gegen diese Tendenz mit Kräffcen reagiert, die das Potential 2BU 
besitzen. 

Z. B. hat man im Falle eines zweidimensionalen Baumes a^^=:=a^=^Ky 

Ojg = 0. Mithin ist ü = ^^i^^ "h ^*)» ^^^ ^® Gleichungen (3) 
werden 

und bleiben ungeändert bei den Deformationen der Fläche, wenn man sie als 
biegsam aber unausdehnbar voraussetzt. Demnach ist auf einer Fläche der 
Verlust an elastischer Energie proportional dem Quadrat der Verrückung 
und der Krümmung der Fläche in dem betrachteten Punkte. Für einen 
beliebigen Baum gilt etwas Analoges. Denken wir uns in der That, der 
Baum sei auf sein Krümmung ssjstem bezogen. Alsdann sind alle Tor- 
sionen S^ null, und man erhält aus den Formeln (9) 0,7 = 0, während 
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man aus (8) ersiebt, dass au die Summe der totalen Krümmungen aller Coordi- 
natenfläcben ist, die die Linie g,- entbalten. Bezeicbnet man nun mit Uij 
die Projection der Verrückung auf die Fläcbe qiqj und mit Kij die totale 
Krümmung dieser Flftcbe, so wird die Gleichung (10) 



U^^^^'J'^i- 



Der Verlust an elastischer Energie in einem krummen n-dimensionalen 
Baume ist also gleich der Sunune der Verluste, die von den -^nOn — l) 
Krümmungsflachen herrühren. 
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Abwickelbare Flächen (siehe auch 
Regelflächen) 170ff. Definitionl66. 
Jede abw. Fl. ist der Ort der Tan- 
genten der Rückkehrkante. Die £n- 
veloppe von oo^ Ebenen ist e. abw. 
Fl. 171. Bei Drehung der Erzeugen- 
den um e. orthog. Trajectorie (um 
Constanten Winkel) bleibt die Fl. ab- 
wickelbar 176. 

Abwickelbarkeit zweier Flächen auf- 
einander 216 ff. Die Krümmung in 
entsprechenden Punkten ist dieselbe 
217. Fl., die auf Rotationsfl. ab- 
wickelb. sind 228. 

Abwickelung einer Curve auf e. andern 
(siehe auch xloUcurven) 81. 

Ähnlichkeit zweier Curven 281. 

Anharmonische Curven (von Hal- 
p h e n) 1 30 u. 1 8 1 . Ihre baircentrische 
61. Sie sind e. Grenzfall der symme- 
trischen Dreieckscurven 181. Satz über 
ihre Krümmung 132. 

A symptote 7. As. als Grenzlage der 
Tangente 23. Asymptoten e. Kegel- 
Bchmtts 41, Gl. des Asymptotenpaars 
in baryc. Goordinaten 121. 

Asymptotenlinien auf einer Fläche 
193, charakterisiert durch Yerschw. 
der Normalkrümmung 194. Sie wer- 
den bei sphärischer Abbildung um 
7iß abgelenkt 206. Formel von Bonnet 
für ihre Flexion 208. 

Asymptotische Developpable e. 
Regelfläche 225, e. Fläche zweiten 
Grades 240. 

Asymptotische Punkte e. eb. Curve 
11—12. 

Asymptotische Kreise e. eb. Curve 
12—18. Mittelp. des as. Kr. als Grenz- 
lage des Krünmiungscentrums 23. 

Astroide (Hypocycloide mit vier 
Spitzen) 10. 

Axe eines linearen Complezes 163. Siehe 
auch Kegelschnitt, Rotationsfläche, 
Fl. zw. Grades. 

Banales untersuch, über Räume mit 
vollst, oder teilw. Unbestimmtheit der 
Erümmungssysteme 817. 



Barycentrische Analysis 111 ff. 
Anwend. auf Kegelschnitte, symmetr. 
Dreieckscurven, anharm. Curven (siehe 
diese). 

Barycentrische Coordinaten e. 
Punktes auf e. Geraden 111, in der 
Ebene 112, in e. linearen n-dimen- 
sionalen Räume 297. 

Basis e. Rollcurve 81. 

Beez*sches Theorem über die Starrheit 
gewisser unausdehnbarer Räume 316. 

Beltrami's Satz über die Krümmung 
des Schnittes e. Fläche mit d. Tan^.- 
ebene 228, Relationen fSr sphärische 
dreidinL Räume 288. 

Bertrand'sche Curven 186 ff. Ihre 
Hauptnormalen sind Hauptn. e. andern 
Curve 186. Kinematische Eigensch. 
der Bertrand'schen Curven 189. All- 
gemeinere Curven 189 u. 190. 

Berührung n-ter Ordnung zwischen 
zwei ebenen Curven 67 ff. Notw. u. 
hinr. Beding. fSr ihr Bestehen 68. 
Die Curven durchsetzen einander nur 
bei Ber. gerader Ordn. 69. Ber. 
höherer oder niedrigerer Ordn. zwi- 
schen Tang. u. Curve 6. 

Binormale e. gewundenen Curve 154. 

Binormalebene e. Curve in e. linearen 
vierdim. Räume 281. 

B n n e t *s Satz über die Ribaucour'schen 
Curven als Rollcurven 85; Formel for 
die Krümmung einer Curve, die e. 
Schar von oo' Curven angehört in der 
Ebene 147, auf einer Fläche 211; Satz 
über die geodät. Torsion e. Curve auf 
e. Fläche 196, Formel dafOr 204; Satz 
über die geod. Torsionen von zwei sich 
rechtwinkl. schneidenden Curven 200; 
Formel für die Flexion der Asymp- 
totenUnien 208. 

Brennpunkte eines Kegelschnitts 48, 
einer Cassinoide 50. 

BrioBchi^s Satz über KrÜmm.-linien 
const. geod. Krümm. 222. 

BruneTs Theorem über Curven in 
Überrilumen 295 f. 

Catalan's Satz: Das einzige Elassoid 
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unter den Begelflächen ist die 
Schraabenfl9.che mit Leitebene 236. 

G a t e n i d. Es ist das einzige Botations- 
elassoid 228, 283. 

Cardioide (besser Eardioide) 10, als 
Sinnsspirale Tom Index \ 62, als Fuss- 
punktcorre des Kreises inbezug auf 
e. seiner Punkte 30 u. 64. Parabel 
und Eardioide sind inverse Curven 66. 

Cassinoiden (Cassini'sche Ovale) 
60 — 63. Brennpunkte u. Mittelpunkt 
60. Ableitung aus e. Paar von Kreisen 
durch Transform, vom Index 4-63. 

Centrafläche (= Evolute e. Fläche) 
217. 

Centralaxe e. gewund. • Curve in e. 
Punkte 176 f. Kmematische Bedeutung 
176, 177. 

Gesäro'sche Curven 64ff. Definition, 
Directrix, Pol. Der Badiusvector teilt 
den Krflmmungradius der Evolute in 
const. Verhältnis 64. Natürliche Gl. 
66. Specielle Cesäro'sche Cfurven sind 
die Kreise (Index 1), die Kegelschnitte 
(Index — 2) 67. Curven vom Index 
68. Invariante der Cesäxo'schen Cur- 
ven. Gleichung des Leitkreises 77. 
Osculierende Cesaro^sche Curven, Ort 
üirer Pole 80. Zu jedem Index ge- 
hört e. Kibaucour'sche Curve u. e. 
Sinusspirale (siehe diese) 64, 67. 

ChaslesUches Verteilungsgesetz der 
Tang.-ebenen e. Begelfl. 167. 

Clairaut's Satz über die geod. Linien 
e. Rotationsfläche 227. 

Codazzi's Formeln für Flächen im 
gewöhnl. Baume 202, in eine Formel 
zusammengefasst 323; für krumme 
dreidim. Bäume 286, 287 ; für krumme 
n-dim.' Räume 306 f.; für Congruenzen 
264 f. 

Complementärflächen zu einer ge- 
gebenen Fläche 220. 

Complex, Liniencomplex im Räume 
162. Linearer und specieller linearer 
Complex 168. 

Congruenz (Schar von oo' Geraden 
im Baume) 162, 269 ff. Lineare Con- 
gruenz 164. Satz von Sturm: Jede 
Congruenz verhält sich in der Umgeb. 
jeder ihrer Geraden wie eine lineare 
Congr. 263. Formeln von Hamilton 
261. Mittelpunkt, Hauptebenen, Grenz- 
punkte, mittlerer Yerteilungsparameter 
tür eine Gerade der Congr. 262, Brenn- 
punkte und Focalebenen 263. Nor- 
male Congruenzen (bestehend aus den 
Normalen einer Fläche) 263; ihre Ge- 
raden sind die Tangenten von oo^ 
geod. Linien e. Fl. 220. Anwendung 
aes Satzes von Sturm auf norm. Congr. 



264. Isotrope Congruenzen, Satz von 
Bibaucour über dieselben 268. 

Conjuffierte Dreiecke inbezuff auf e. 
Kegelschnitt 119. Sie sind homolog 121. 

Kegelschnitte, die zu einem Dreieck 
conjugiert sind 119. Sie teilen die 
Seiten des Dreiecks harmonisch 120. 

Conjugierte Durchmesser e. Kegel- 
schnitts 43. 

Conjugierte Tangenten in e. Punkt 
einer Fläche: die Erzeug, e. längs e. 
Curve um die Fl. gele^n Develop- 
pablen sind zu den Tangenten der 
Curve coig. 206. Winkel zwischen con- 
juffierten Tangenten. Die Tang, des 
sphär. Bildes steht senkr. am der 
coi^j. Tan^. 206. 

C o n i d. DeSnition ; Plücker'sches Conoid 
== Cylindroid 166. 

Coordinaten, krummlinige, und Co- 
ordinatenlinien in der Ebene 140, 
auf e. Fläche (Gau8s*sche Coordinaten) 
198, im Baume 270. 

Curven in der Ebene 1 ff. Curven mit 
quadratischer nat. Gl. 18 — 20. Curven, 
deren Krümmung einer Potenz des 
Bogens proportional ist, 16 — 16; ihre 
Evoluten 38 — 39. Curven, deren 
Krümm, prop. dem Normalenabschnitt 
zw. Incidenzp. u. e. festen Geraden 
ist, 30 — 82. Curven, deren ose. Kreise 
e. festen Ejreis unter const. Winkel 
schneiden, nachdem man sie von den 
Berührungspunkten aus bleich stark 
düatiert oder contrahiert hat, 66 — 66. 
Curven, bei denen jeder Punkt u. das 
entspr. Krümmungscentr. der Evolute 
mit e. fest. Punkt in gerader Linie 
liegen, 37^38. 

Curven im Räume 164 ff. Curven, 
deren Tangenten bleichen Abstand 
von e. festen Puiikte haben, 183. 
Curven, deren Torsion proport. dem 
Quadrat der Flexion ist, 192. 

Curven in einem linearen vierdim. 
Räume 281—282. 

Curven in Überräumen 289 ff. 

Curvenscharen (siehe unter Scharen). 

Cuspidalasymptote 7. 

Cycloidale Curven (Epi-, Hypo- 
cycloiden, Cycloiden u. Pseudocycloi- 
den). Sie sind die Cesäro'schen Cur- 
ven vom Index 68. Die Proj. des 
Radiusvectors auf die Tang, ist prop. 
dem Bogen 27. Das Krümmungscen- 
trum gehört der Polare des Curven- 
punktes inbez. auf den Leitkreis an 69. 

Cycloide 10. Alle Cycloiden sind ähn- 
lich 28. Die Cycl. ist allen ihren 
Evoluten congruent 36. Ihre Nor- 
malen (zwischen Incidenzp. und Krüm- 
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mun^scentr.) werden von der Directrix 
halbiert 26. Die Cycl. als Bollcurve 
84. Rollt e. Kreis auf e. Geraden, so 
umhüllt jeder Durchmesser e. Cj- 
cloide 94. 

Cylindroid = Plücker'sches Conoid 
166. 

Darboux' Satz über Gurren auf e. Fl. 
209. 

Deformation, infinites., einer Fläche 
249 ff. Es bleibt im allg. ein einziges 
Tangentenpaar orthogonal 261. Cna- 
rakterist. (Heichung 263. Änderung der 
mitÜ. u. tot. Erünmi. 266. Invarianz 
der tot. Krümm, bei unausdehnb. 
Fl. 266. Änd. der Krümmungen e. 
Linie auf e. Fl. 267. Invarianz der 

feod. Kr. bei Linien auf unausdehnb. 
1. 268. 

Deformation von Überräumen 307 ff. 

Delaunay'sche Curven als BoUcurven 
86. Natürl. Gl., Einteilung in ellipt. 
u. hyperbol. Kettenlinien, Kettenl. als 
Grenzcurve zw. beiden 87. Jede Del. 
C. ist e. congr. C. parallel, Discussion 
der Del. C. 88. Die Basis umhüllt 
e. Punkt bei Abwickelung der Del. C. 
auf e. passenden Kreise 96. 

Develop nable (siehe auch abwickel- 
bare Fl.), charakterisiert durch Ab- 
wickelbarkeit auf die Ebene 231. Dev., 
die e. Fl. längs e. geg. Curve um- 
beschr. ist. Bestimmung ihrer Bück- 
kehrkante 222. 

Differentialquotient e. Function in 
gegeb. Richtung in der Ebene 136—137, 
im Baume 269. 

Differentialparameter, erster, e. 
Function in der Ebene 137; ge- 
mischter Diff.-par. zweier Functionen, 
geom. Bedeut. seines Verschwind. 138; 
zweiter Diff.-par. e. Function in der 
Ebene 139 u. 144 (Form von Lam^, 
auf e. Fläche 210, in e. dreidim. 
Räume 278 u. 279 (Form von Lam^. 

Dilatation, lineare, bei inf. Deform, 
e. Fl. 249. Flächendilatation 260. 

Directrix e. Cesäro'schen Curve u. 
anderer Curven (siehe die Namen der 
Curven). 

Dupin^s Theorem über dreif. Orthogo- 
nalsysteme 271; analoger Satz in 
Überräumen 304. 

Dupin'sche Indicatriz (siehe Indi- 
catrix). 

Durchmesser e. Kegelschnitts 42. 

Einbeschriebene Kegelschnitte 
bei e. Dreieck 123, einbeschr. Kreis 
124. 

Elasticitätsgleichungen in Über- 
räumen 327. 



Elassoid (= Fläche mit mittlerer 
Krümm. Null). Die Asymptotenlinien 
bilden e. isothermes Orthogonalsystem 
232 u. 234. Jedes zweif. Orthog.-syst. 
auf e. Elass. bleibt orthogonal bei 
sphär. Abbild. 234. Die beiden Evo- 
lutenmäntel sind abwickelbar auf die 
Evol. e. Catenoids 247. Das einzige 
Rotationselass. ist das Catenoid 233. 
Das einzige Elassoid unter den Regel- 
fiächen ist die Schraubenfläche mit 
Leitebene (Satz von Catalan) 236. 

Ellipse 40 u. 118. 

Ellipsoid 239. 

Elliptische Punkte einer Fläche 204. 
In der Umgebung e. eU. P. liegt die 
Fl. ganz am e. Seite der Tang.-ebene 
206. 

Enneper's Satz: Die tot. Krümm, einer 
Fläcne in e. Funkte ist gleich dem 
negat. Quadr. der Torsion der Asymp- 
totenlinien 204 u. 214. 

Entfernung zweier Punkte der Ebene 
in barycentr. Coord. 114. 

Enveloppe von oo^ Curven in der 
Ebene. Sie berülurt die eingehüllten 
Curv. 26. Env. e. Linie, wenn e. 
andre Linie ihrer Ebene auf e. Curve 
rollt 93; Fälle, wo diese Env. sich 
auf e. Punkt reduciert 96. 

Enveloppe von oo^ Ebenen im Räume 
ist e. abwickelbare Fläche 171. En- 
veloppen der Seitenfl. des Fundamen- 
taltneders e. Raumcurve 172 ff. 

Epicy cloide 10. Sie ist ihren Evo- 
luten ähnlich. Die Evolute unendl. 
hoher Ordn. ist das Centr. des Leit- 
kreises 37. Epicycl. als Rollcurve 83. 
Das Krümmungscentr. hegt auf der 
Polare des erz. Punktes inoez. auf d. 
Leitkreis 84. 

Euler*8ches Theorem für die Nor- 
malkrümmung auf Flächen 202 u. 203. 
Übertragung auf dreidim. Räume 286, 
auf n-dim. Räume 307. 

Evolute und Evolventen e. ebenen 
Curve 38 ff. Natürl. Gl. der Evolute 
34. Höhere Evoluten 34—36. Die 
Evolute unendl. hoher Ordn. reduc. 
sich auf e. Punkt 36. Entstehung 
der Evolventen durch Abwickelung e. 
Fadens 34. 

Evoluten und Evolventen e. Raum- 
curve 174. Die Evoluten lieg, auf 
der Polardevelopp. und werd. geradl., 
wenn man diese auf die Ebene 
ausbreitet. Ableitung aller EvoL aus 
einer durch Dreh, der einhüllend. Nor- 
malen 176. Die Evolventen e. cylindr. 
Schraubenlinie sind eb. Curv. 184. 

Evolute und Evolventen e. Fläche 
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217 ff. Die Evolnte (Gentrafl.) hat 
zwei Mäntel. Tangentialebenen der 
Evolute 218. Die Bückkj^hrk. der 
Normaldevelopp. e. Fl. sind geod. 
Linien der Evol. 219. Jede Fl. ist 
ein Evolutenmantel von nnendl. viel. 
Scharen y. Parallelfl. Der andere 
Mantel ist d. Ort der geod. Erümmnngs- 
centra der orthog. Tr%jector. von cx)^ 

fdod. Linien der Fl. 220. Mechanische 
rzeag. der Evolventen e. Fläche 221. 

Sätze über die Evolnten v. Wein- 

garten'schen Flächen 243 ff. 
Ezcentricität e. Kegelschnitts 48. 
Flächen. Allg. Theone der Fl. 193 ff. 
Flächen constanter mittlerer 

Krümmung 232 ff. Die Krüm- 

mungslin. bild. e. isotherm. Syst. 234. 

Die Botationsfl. const. mitÜer. Er. 

entsteh, durch Botat. der Delaunay'- 

sehen Curven um ihre Leitlinien 233. 

Fl. mit d. mittl. Er. Null (siehe 

Elassoide). 
Flächen constanter totaler Erüm- 

mung229ff. Botationsfl. unter ihnen 

229. Zwei Fl. mit gleicher const. 
Erümm. sind aufein. abwickelbar 

230. jede Fl. const. positiver Er. 
auf e. Eugel u. jede negativer Er. 
in versch. Weisen auf e. Pseudosphäre 

231. E. Fl. const. neg. Er. lässt sich 
auf jede Bot.-fi. mit ders. Er. derart 
abwickeln, dass e. belieb. Schar zu- 
sammenlauf. ^eod. Linien mit den 
Meridianen coincidiert 232. Die bei- 
den Evolutenmäntel e. Fl. const. neg. 
Er. sind auf e. Catenoid abwickelbar 
247. Die einzigen Fl. mit d. Er. Null 
sind die Ebene und die abwickelb. 
Fl. 247. 

Flächen, die auf Botationsfl. ab- 
wickelbar sind 227. Jede solche Fl. 
ist e. Evolutenmantel e. Weingarten'- 
sehen Fl. (Satz v. Weingarten) 247. 

Flächen zweiten Grades 236 ff. 
Identität mit den quadr. Begelfl. 236. 
Die Erünunungslinien (siehe auch 241) 
bild. e. isothermes Syst. 237, sind die 
Ellipsen und Hyperbeln der Fl. 243. 
Längs j ed. Erümm. -linie variiert die 
zugehör. Hauptkr. prop. mit d. Cubus 
der andern Hauptkr. 209. Jeder ebene 
Schnitt ist e. Eegelschnitt. Mittel- 
punkt, Scheitel der Fl. 238. ^ Nabel- 
punkte 289. Krümmung in e. 'Punkte. 
Asymptot. Developpable 240. Satz von 
Joachimsthal über die geod. Linien 
242. Die von e. Nabelp. ausgehend, 
geod. Linien laufen in dem diametral 
gegenüberlieg. Nabelp. zusammen 243. 

Flexion (siehe Erümmung). 



Focalaze, Focaldistanz bei e. Eegel- 
schnitt 43, bezw. 48. 

Function, harmonische 139. 

Fundamentalformeln für die natürl. 
Analysis der eb. Curven 21 ; der Curven 
auf e. Fläche 195, im Baume 156 u. 
157, in e. linearen n-ddm.. Baum 293 
(kinematisch abgeleitet 294); der Flä- 
chen 201 : der zweif. Orthogonalsysteme 
ebener Curv. 142; für Begelfiächen 
168 u. 169. 

Fundamentaltrieder e. gewundenen 
Curve 154. 

Fusspunktcurven 29. Construction 
des Erümmungscentr. der Fusspunktc. 
30. 

Gauss 'sehe Formel (dritte Formel von 
Codazzi) 202. 

Geodätisches Dreieck 215. Sein 
Flächeninhalt 216. 

Geodätische Erümmung (siehe unter 
Erümmung). 

Geodätische Linien auf e. Fläche 
198. Sie sind Charakter, durch das 
Verschwinden der geod. Erümm. 194, 
bestinun. d. kürzest. Weg zwischen 
zwei Punkten 200. Satz von Liouville: 
Zwei Scharen von cx)^ gepd. Linien 
e. nicht abwickelbaren Fl. können 
sich nicht unter const. Winkel schnei- 
den 225. Zwei orthog. Trajectorien 
e. Schar von <x>^ geod. Linien be- 
stimm, auf allen gleiche Bogen 200. 
G«od. Linien auf Fl. zweiten Grades 
242. Qeod. Linien auf Eegelflächen 
181; Satz über ihre oscul. Ebenen 
182 u. 183; Satz von Enneper über 
ihre Torsion 182. 

Geodätische Parallelen auf e. 
Fläche 211. 

Geodätische Torsion (siehe unter 
Torsion). 

Geradenin der Ebene 1 12 ff. Geraden- 
paare 115. Die Gerade als Bollcurve 
(siehe Bollcurven). 

Geraden im Baume 161 ff. 

Gleichgewicht biegsamer unausdehn- 
barer Fäden 324. 

Gleichseitige Hyperbel (siehe unter 
Hyperbel). 

Gleichung, natürliche, einer ebenen 
Curve 2; sie bestinmit die Curve bis 
auf e. Beweg. 4. Nat. Gleichungen 
e. gewundenen Curve 156; sie bestimm, 
die Curve bis auf e. Beweg. 159. 

Grassmann'sche Zahlen 320. 

Grav^'s Satz über die osculierende 
Ellipse 76. 

Grenzpunkte auf einer Geraden einer 
Congruenz 262. 

H a b i c h ' s Theorem über Bollcurven 90. 
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Halphen's Satz über die Exfimm. der 
Eyolutenmäntel e. Weingarten^schen 
Fläche 244 (siehe auch 246). 

Hamilton* sehe Formeln fiLr Congruen- 
zen 261. 

Harmonische Function (siehe Func- 
tion). 

Hauptebenen durch e. Gerade einer 
Congruenz 262. 

Haupterzeugende e. hyperbol. Para- 
boloids 166. 

Hauptkrümmungen u. Hauptkrüm- 
mungsradien 6. Fläche in e. Punkte 
208. 

Hauptnormale e. gewundenen Gurve 
164. Die Fläche der Hauptnormalen 
177 u. 188. Curven mit oemeinsamen 
Hauptnormalen '(siehe Sertrand'sche 
Cunren). Hauptnormalen bei Curven 
in ÜbeVr&umen 289. 

Homoloffiepol e. Kegelschnitts inbez. 
auf e. Dreieck 121, inbez. auf e. ein- 
beschriebenes Dreieck 122. Ort der 
Homoloffiepole der ein- und der um- 
beschriebenen Parabeln e. Dreiecks 
128. 

Hyperbel 41, 118. Gleichseitige Hyp. 
41, 44, 118, als Sinusspirale (vom In- 
dex — 2) 67. 

Hyperbolische Punkte e. Fläche 204. 
In der ümgeb. e. solch. Punktes wird 
die Fl.^ von der Tang.-ebene ge- 
schnitten 206. 

Hyperboloid (einschaliges, zweischa- 
liges) 289. 

Hypocycloide 10. Sie ist allen ihren 
Evoluten ähnlich 87. 

Indicatriz (Dupin'sche) 204. 

Inflexionsasymptote bei e. ebenen 
Curve 7. 

Infi ezionskr eis in der {Ebene einer 
rollenden Curve 89. 

Inflexionspunkt (siehe Wende- 
punkt). 

Integrabilitätsbedingung in e. 
krummlinigen Coord.-syst. in der Ebene 
144, auf e. Fläche 199. 

Invariabilität. Bedingung, für d. 
Inv. e. Richtung inbez. auf das Fim- 
damentaltrieder e. Curve 169. 

Invariante e. (n — 2)-fach unendl. Cur- 
venschar. Mit ihrer Hilfe sind die 
höheren Erümm.-centra construierbar, 
wenn die n — 1 ersten bekannt sind 
74. Geom. Bedeutung des Yerschwin- 
dens der Inv. in e. I^nkt einer Curve 
76. Inv. der cycloidalen Curven, Kreis- 
evolventen, logar. Spiralen. Cycloiden, 
Pseudocycloiden , Epicycloiden mit 
drei Spitzen, Parabeln, gleichseit. Hy- 
perbeln, Kegelschnitte, Kettenlinien 



gleich. Widerst., Ribaucour*schen Cur- 
ven, Sinusspiralen 76—76. 

Inverse Curven 28. Satz über die 
Krümm.-centra in entspr. Punkten 29. 

Isometrischer Parameter e. Isother- 
menschar in der Ebene 139. 

Isothermenscharen in der Ebene 
. 189. Notw. u. hinreich. Beding, da- 
für, dasB e. Curvenschar isotherm ist 
140. Die orthog. Tr%jector. bilden 
ebenfalls e. Iso&ermensch. 146. E. 
isoth. Orthog.-syst. teilt die Ebene in 
infin. Quadr. 146. 

Isothermenscharen auf Flächen 
211. Ist eine Schar eines Orthog.- 
syst. isotherm, so auch die andre 212. 
Notw. u. hinr. Beding. dafSr, dass e. 
krumml. Coord.-syst. isotherm ist 212 
u. 218. Jedes Orthog.-syst. aus Linien 
const. geod. Krümm, ist isotherm. Ha- 
ben die Linien der einen Schar e. iso- 
thermen Orthog.-syst. const. geod. 
Krümm., so auch die andern 212. 
Differentialgleichung, von der die Be- 
stimm, aller Isothermenscharen e. 
Fläche abhänfft 218. 

Jamet's Satz über symmetr. Dreiecks- 
curven 129. 

Joachimsthal's Satz über die geod. 
Linien auf Fläch. 2. Grades 242. 

Kegelflächen 174. 

Kegelschnitte 40 ff. Einteilung in 
Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln. 
Asymptoten 41. Mittelpunkt. Durch- 
messer. Scheitel. Axen 42. Focalaxe. 
Coi^jugierte Durchmesser 48. Natür- 
liche Gleichung der Kegelschnitte. 
Construction des Krümm.-centr. nach 
Mac-Laurin 46. Andere Constr. d. 
Krümm.-centr. Natürl. Gleich, der 
Parabel, der gleichseitigen Hyperbel. 
Die Fusspunktcurve inbez. auf e. 
Brennpunkt ist e. Kreis 47. Brenn- 
punkte 47, 48, 49. Kegelschnitte in 
barycentrischerBehandl. 117ff. Kegel- 
schnitte als Cesäro'sche Curven 67 : Q>n- 
struction des Krümm.-centr. auf Grund 
der Def. der Cesäro'schen Curven 68. 

Kettenlinie 4. Satz über ihre Krüm- 
mungscentra 26—27. Alle Ketten- 
linien sind ähnlich 28. Die Ketteaol. 
als BoUcurve 86. Die Directrix e. 
Parabel, die auf e. Geraden rollt, um- 
hüllt e. Kettenlinie 94. 

Kettenlinie gleichen Widerstan- 
des 6. Ihre Asymptoten 8. Satz über 
den Krümm.-radius 27. 

Klothoide 16. 

Kreis 4. Er ist die einzige Curve const. 
Krümm. 26. Zweif. Oiihog.-syst. von 
Kreisen 149—160. 
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Kreis, windschiefer, im Räume. Die 
oscul. Kngeln e. windsch. Er. sind 
gleich. Der Ort der Er{imm.-centra 
ist ebenfallB e. windsch. Er. (Satz von 
Bouquet) 182. 

KreiseYolvente 8. Alle Ereisevol- 
venten sind ähnliche Curven 28, 37. 

Erümmung, Erümmungsradius, 
Erümmungscentrnm e. ebenen 
Curve 2, ausgedrückt in barycentr. 
Coord. 126. Krümm, e. Eegelschnitts 
128, FoureVs Constr. des Erümm.- 
centr. e. Eegelschn. 180. 

Erümmungen e. gewundenen Curve 
(Flexion u. Torsion). Erümm.- u. Tor- 
sionsradins 154 — 165. Gteom. Sinn ihres 
Vorzeichens 168. Ausdrücke dui'ch die 
Coord. des Curvenpunktes inbez. auf 
e. festes Azensyst. u. ihre Ableitungen 
161. Wird die Developpable der Tan- 
genten auf d. Ebene ausgebreit., so 
bleibt die Flexion ungeändert 173. 

Erümmungscentrnm e. gewund. 
Curve 172. Es ist die Projection des 
Centrums der oscul. Eugel auf die 
oscul. Ebene 178. Das E^ämm.-centr. 
e. Curve auf einer Fl&che ist die Proi. 
des Erümm.-centr. des berühr. Normal- 
schnittes auf die oscul. Ebene 196, 
Ausnahmen hiervon 197. 

Erümmungen e. Curve in e. linearen 
n-dim. Baume 293. 

Normalkrümmung u. geodätische 
Erümmung einer Curve auf e. 
Fl&che 194. Satz von Meusnier 
über die Normalkr.: sie hänst nur 
von der Tang. ab. Die Normalkr. ist 
gleich d. Er. d. berühr. Normalschnitts 
196. Die geod. Ej:. ist die Erümm. 
der Proj. der Curve auf d. Tang.-ebene 
196, ist proport. der Proj. des Win- 
kels zweier unendl. benachb. Tang, 
auf die Tans. -ebene 197, gleich der 
Erümm., welche die Curve erhält, 
wenn man die umbeschr. Developp. 
auf die Ebene ausbreitet 208. In- 
varianz der geod. Erümm. auf un- 
ausdehnb. Fl. bei Biegungen 258. 

Erümmung e. Fläche in e. Punkte. 
Mittlere Krümmung 213. Flächen 
const. mittl. Er. (siehe unter Flächen). 
Totale Erümmung: Geometr. Def. 
Sie ist das Product der Hauptkrüm- 
mungen 214. Ausdruck von Gauss 
für cBe tot. Er. 216 (siehe auch 217). 
Ihre Invarianz bei Biegungen e. un- 
ausdehnb. Fl. 256. Tot. Krümm, e. 
Fl. zweiten Grades 240, e. allgemeinen 
Begelfläche 226. 

Erümmungen e. dreidim. Baumes 
285; totale Er., ausgedr. durch die 

Geikro, natürl. Geometrie. 



geod. Er. u. ihre Variationen 287 (ana- 
loge Formel far e. n-dim. Baum 807). 

Erümmungslinien (Curven mit ver-. 
schwind, geod. Torsion) 494. Schnei- 
den sich zwei Fl. unter const. Winkel 
und ist die Schnittcurve Erümm.-linie 
auf der einen, so auch auf der andern ; 
Umkehrung 194. Die Eugel (Ebene) 
e. sphärischen (ebenen) Erümm.-linie 
schneid, d. Fl. unter const. W.; Um- 
kehrung 196. Satz von Brioschi: 
Jede uünmi.-linie mit const. geod. 
Erümm. ist e. sphär. Curve, deren 
Eugel die Fl. senkr. schneidet 222; 
SpecialfaU: Jede geodät. Erümm.-linie 
liegt in e. Ebene, die die Fl. senkr. 
schneidet 198. Durch jeden Punkt 
gehen zwei Erümm. -linien senkr. zu- 
einand. (Satz von Monge) 203. Sie 
werden bei der sphär. Abbild, nicht 
abgelenkt 206, buden im allg. das 
einzige System, welches bei sphär. 
Abbild, orthog. bleibt 234 ^siehe auch 
unter Elassoid). Erümm. -luden e. Fl. 
zweiten Grades 241. 

Eugel. Sie ist die einz. Fl. mit lauter 
Nabelpunkten 203. Engeln, die ihre 
Mittelp. auf e. gegeb. Curve haben 
u. eine u. dieselb. Curve oscul. (Auf- 
gabe von Jamet) 186 u. 186. 

Laguerre^s Satz über Curven auf e. Fl. 
209. 

Lama* sehe Belation bei ebenen Orthog.- 
systemen 144. 

Lama* sehe Formeln im Baume 272. 

Laueret *8 Theorem über Curven in 
linearen n-dim. Bäumen 293. 

Laqui^re*s Curven prop. Infiexion 
(siehe Sinusspiralen). 

Leitebenen e. hyperbol. Paraboloids 
165. 

Leitlinie (siehe Directrix). 

Lemniscate (Specielle CassinoideV 
Natürl. Gleichung 61. D. Neigung d. 
Norm. geg. d. Focalaxe ist dreimal 
so ^ss Sia die des Badiusvectors, d. 
Proj. des Erümm.-radius auf d. 
Badiusvector der dritte Teil desselb. 
62. D\e Lemn. als Sinusspir. vom 
Index 2 62, als Fusspunktcurve der 
gleichs. Hyperbel inbez. auf d. Mittelp. 
64, als inverse Curve der gleichs. Hy- 
perbel 65. 

Lem eine 'scher Punkt bei e. Dreieck 
123. 

Linearität. Bedingungen für d. Lin. 
e. n-dim. Baumes 307. 

Liouville's Satz über zwei Scharen 
von cx>^ geod. Linien 226. 

Meridiane einer Botationsfläche 226. 

Meusnier's Satz über die Normal- 

22 
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krümmiing von Cnrven auf e. Fl. 196 
(Ausnahmen siehe 828). 

Minimalflächen. Sie sind Elassoide 
260. 

Mittelpunkt eines Kegelschnitts 42; 
als Pol der unendl. fem. Geraden, 
seine barycentr. Coord. 120. Mittelp. 
des einbeschr. Kreises e. Dreiecks 
(seine barycentr. Coord.) 116. Mittelp. 
auf e. Geraden e. Congruenz 262. 
Mittelp. e. Fläche 2. Grades 288. 

Nabelpunkte e. Fläche 2. Grades 239. 

Natürliche Gleichung bezw. Glei- 
chungen (siehe unter Gleichung). 

Nodoid 283. 

Normale e. ebenen Curve 1. Die Nor- 
malen e. gewundenen Curve bilden 
die Normalebene 164. Normalen, 
mehrfache Normalen e. Curve in e. 
linearen n-dim. Räume 289. 

d'Ocagne's Satz über die Krümm, des 
scheinb. Umrisses e. Fläche 224. 

Orthocentrum eines Dreiecks (seine 
barycentr. Coord.) 116. 

OrthoffonalitätsDedingungfÜrzwei 
Geraden (barycentrisch) 114, 116. 

Orthogonal Systeme (zweifache) in 
der Ebene. Der gemischte Diff.-para- 
meter der beiden Curvenscharen ver- 
schwindet 188. Notw. u. hinr. Beding, 
dafür, dass e. Orthog.-syst. isotherm 
ist. Ein solches zerlegt die Ebene in 
inf. Quadrate 146. Orthog.-syst. von 
Kreisen 149—160. 

Orthogonalsysteme (dreifache) im 
Räume. Part. Diff.-sl. von Bonnet 
(Notw. u. hinr. Beomg. dafür, dass 
e. Schar v. oo^ Flächen e. dreif. 
Orthog.-syst. angehört) 277. Jede 
Schar von Paralleffiächen, jede Ebenen- 
u. jede Kugelschar gehört e. dreif. 
Orthog.-syst. an, ebenso jede einzelne 
Fläche 278. Theorem von Dupin 271. 

Osculierende Curve aus einer Schar 
von oo"~* Curven 70. 

Osculierender Kegelschnitt: Seine 
natürl. Gleich., seine Axen 73. Der 
Inhalt der oscul. Ellipse kann nicht 
const. bleiben (Satz von Grav^; wird 
er ein Minim. oder Maxim. , so steigt 
die Berühr, mind. bis zur 6. Ordn. 76. 
Ort der Mittelpunkte der oscul. Kegel- 
schnitte 77, 78. 

Osculierender Kreis 70. Er ist der 
Krümmungskreis, durchsetzt im allg. 
die Curve u. hat mit ihr e. Berülu*. 
2. Ordn.; wird er ein Maxim, oder 
Minim., so steigt die Berühr, mind. 
bis zur 3. Ordn. 71. 

Osculierende gleichseitige Hy- 
perbel. Ihre natürl. Gleich. 73. Ort 



der Mittelpunkte 79; bei e. Hypo- 
cydoide mit drei Spitzen ist er e. 
stemförm. Epicycloide mit denselb. 
Spitzen 80; (Jurven, bei denen der Ort 
e. Gerade ist 80. 
Osculierende Parabel. Ihre natürl. 
Gleich 73. Ort der Brennpunkte; bei 
e. Hypocydoide mit drei Spitzen ist 
er e. Epicycloide mit denselb. Spitzen ; 
Ort der Brennp. bei e. gleichs. Hy- 

Eerbel 79. Enveloppe der Leitlinien; 
ei e. Hypocydoide mit drei Spitzen 

ist sie der Leitkreis 78; bei e. gleichs. 

Hyperbel e. Sinusspirale (vom Index 

- *) 79. 
Ort der Pole der osculierenden 

Sinusspiralen vom Index n 80. 
Osculierende Ebene e. gewundenen 

Curve 164. Sie wird im allg. von der 

Curve durchsetzt. Die Entf. e. Curven- 

Sunktes von derselb. ist mind. v. 3. 
rdn. 168. 

Osculierende Ebene u. osculie- 
render linearer Raum e. Curve in 
e. linearen vierdim. Raum 281. 

Osculierende Kugel e. gewundenen 
Curve. Der Ort der Mittelp. ist die 
Rückkehrk. der Polardeveloppablen 
179. 

Parabel 41, 44, 49 ff., 118. Tangenten- 
construction. Directix 49. Jeder Punkt 
der Par. ist o^eichweit entf. vom 
Brennp. u. der Directr. 60. Die Fuss- 
punktcurve inbez. auf den Brennp. ist 

d. Scheiteltang. 49, 64. Constr. des 
Krümm.-centr. 60. D. Parab. als Ri- 
baucour'sche Carve (v. Index — 2) 67, 
als RoUcurve (bei Abwickel. d. Ejrds- 
evolvente auf e. Geraden erzeugt vom 
Mittdp. des Kreises) 86. 

Parab Ol oid (hyperbolisches) 164. Leit- 
ebenen u. Haupterzeugende. Scheitel. 
Gleichseitiges Paraboloid 166. 

Parallele Curven in der Ebene. Sie 
sind äquidistant, haben dieselben 
Krümm.-centra. Natürl. Gl. v. Parallel- 
curven 32, 33. Beding, dafor, dass 

e. Curvenschar aus Parallelcurven be- 
steht 188. 

Parallelen, geodätische, auf e. Fläche 
211. 

Parallelismus zweier Geraden 113, 116. 

Parameter, isometrischer, e. Isother- 
menschar 139. 

Pol e. Geraden u. Polare e. Punktes 
inbez. auf e. Kegelschnitt 119, 120. 
(Siehe auch Homologiepol u. trilinearer 
Pol). 

Polardeveloppable e. gewund, (hirve 
172. Ihre Rückkehrkante ist d. Ort 
der Mittelp. der ose. Kugeln 179. 



Sachregister. 



339 



Poloiden auf e. Fläche 2. Grades 241. 

Potenzcurve in der Ebene 182—136. 

Pseudocatenarie 17. Sie ist die Evo- 
lute e. Pseudotractrix 36. 

Pseudocycloiden 10 — 11. JedePseu- 
docycl. ist ihren Evoluten gerad. Ordn. 
congr. 36. 

Pseudotractricen 18. 

Pseudosphäre 229. Natflrl. Glei- 
chungen ihrer Asympt.-linien 280. 

P u i s e u z^ Satz über circulare Schrauben- 
linien 180. Verallgemeinerung auf 
einen linear. Raum mit ungerader 
Dlm.-zahl 297. 

Quadratische Regelflächen 164. (Siehe 
auch Flächen 2. Grades). 

Räume, dreidimensionale, 269 ff. Unter- 
schied zwisch. krumm, u. linearen 
Räumen 280. Überräume 303 ff. 

Rectificierende Developpable e. 
gewund. Curve 172. Bei ihrer Ausbreit, 
auf d. Ebene wird d. Curve e. Gerade 
178. 

Rectificierende Ebene e. gewund. 
Curve 164. 

Regelflächen 162, 166 ff. Abwickel- 
bare Regelfl. Rückkehrkante 166 u. 
168, Cylinder 166. Windschiefe Regelfl. 
Centralpunkt. Strictionslinie. Vertei- 
lungsparameter. Chasles' Verteilungs- 
gesetz der Tang.-ebenen län^s e. Er- 
zeugenden 167. Die Normalen längs 
e. Erzeug, büd. e. hyperb. Paraboloid 
168. Regelfl. der Binormalen e. Curve 
const. Torsion 236; sie sind abwickel- 
bar auf die Schraubenfl. mit Leit- 
ebene 236. 

Ribaucour*s Satz über die Evolute e. 
Weingarten'schen Fläche 246, über e. 
spec. Klasse von Weingarten'schen Fl. 
248, über isotrope Congruenzen 268. 

Ribaucour'BcheCurven64ff. Natürl. 
Gleichung 69. Die Rib. Curv. v. Ind. 

— ;— - 94. Invariante der Rib. Curven. 
n-f-3 

Gleichung der Directrix 77. 

Roberts* Folgerungen aus dem Satze 
von Joachimsthal über Flächen 2. Gra- 
des 242. 

Rollcurven 81 ff. Basis 81. Normale 

d. Rollcurve 82. Constr. des Krümm. - 
centr. 83. Beisp. far Rollcurven mit 
geradliniger Basis: Curve, die vom 
Mittelp. des Leitkreises e. cjcloidalen 
Linie erzeugt wird 84, vom Pol e. 
Sinusspirale 86, von e. Brennpunkt 

e. Kegelschnitts (Delaunay'sche Curve) 
86, 87, von e. Punkte der Peripherie 
e. Kreises (Cydoide) 84. Die Ge- 
rade als Rollcurve: erzeugt vom Pol 
e. logar. Spirale, die auf e. Geraden 



rollt 86; vom Pol e. Sinusspirale vom 
Index n, die auf e. Ribaucour'schen 
Curve V. Ind. 2n — 1 rollt 86; von 
e. Punkt in der Ebene e. Kreises, der 
auf e. bestimmten Delaunay'schen 
Curve rollt 91. — Sätze von Steiner u. 
Habich (siehe unter diesen Namen). 

Rotationsflächen 226 ff. Axe. Meri- 
dian. Parallelkreis 226. Satz von 
Clairaut über die geod. Linien. Asymp- 
totenlinien e. Rot.-6. 227. Rot.-fl., deren 
Meridiancurve e. Ribaucour*sche Curve 
V. Ind. n ist; ihre Asymptotenlinien 
treffen die Meridiane unter const. 
Winkel 228. Flächen, die auf Rot.-fl. 
abwickelbar sind 228. 

Rückkehrkante (oder Rückkehrcurve) 
e. abwickelbaren Fläche (siehe auch 
unter abwickelb. Fl.). Sie ist d. 
Ort der Rückkehipunkte der orthog. 
Traject. der Erzeugenden 176. Be- 
stimmung der Rückkehrk., ausgehend 
von e. belieb. Curve der Fl. 174. Rück- 
kehrkante der Polardevelopp. e. Curve; 
ihre Hauptnormalen sind denen der 
Curve parallel 179. 

Rückkenrkreis beim Rollen e. Curve 
auf e. andern 94. 

Rückkehrpunkt bei e. ebenen Curve 6. 

Savary's Formel für Curven, die von 
e. in der Ebene e. rollenden Curve 
bewegl. Punkte erzeugt werden 92. 

Scharen ebener Curven 136 ff.. Seh. v. 
Parallelcurven 136. Isothermenscharen 
139. 

Scheitel e. Kegelschnitts 42, e. Fläche 
2. Grades 238. 

Schnitt e. Fläche mit d. Tangential- 
ebene (reell in hyperbolischen, imagi- 
när in ellipt. Punkten) 206. Satz von 
Beltrami: Die Krümm, jedes Zweiges 

d. Schnittes gleich % der Krümm, 
der berühr. Asymptotenlinie 223. 

Schraubenlinien, cjrlindrische. Das 
Verhältnis der beid. Krümm, ist 
coDst. 180. Bestimm, des gerad. 
Schnittes des Cylinders. Cyl. Seh., die 
einer Kugel angehören 183. Circulare 
Schraubt. Satz von Puiseux über 
die Constanz ihrer Krümmungen 180, 
181. Conische Schraubenl. 181. Cy- 
lindrisch - conische Schraubenl . 183; 
ihre Krümmungen sind dem Bogen 
proport. 184. 

Schraubenfläche mit Leitebene 
166. Sie ist das einz. Elassoid unter 
den Regelfl. (Satz von Catalan) 236 
abwickdbar auf das Catenoid 236. 

Schwerpunkte 97 ff. Analyt. Def. 
Eindeutigkeit des Schwerp. Schwerp. 

e. const. Massenverteil. längs e.Curven- 

22» 
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bogens 97; Grenzlage, wenn der Gur- 
venb. nach Null converg. 99. Schwer- 
punktlinien 99; allgemeinere Curven 
(lignes de poursuite) 100 u. Bestimm, 
der Schwerpunkte mit Hilfe e. solch. 
Curve 101. Bestimm, der Schwer- 
punkte e. Curve, zurückgef. auf die 
Best, fester Punkte in der Ebene e. 
andern Curve 105 f Geometr. Constr. 
derSchwerp. 106. Kinematische Constr. 
107. Schwerpunkte von Kreisbögen 102 
u. 107, von Bösen e. logarithm. Spi- 
rale, e. Klothoide 103 u. 108, v. Cur- 
ven, deren Krümm, prop. einer Potenz 
des Bozens ist 108. 

Sin US Spiralen 64 ff. Pol 54. Natürl. 
Gleich. 61. Invariante 77. Sie sind 
Laqui^re^s Curven proportionaler In- 
flexion 68. Inflexionspunkte od. Bück- 
kehrp. bei e. Sinusspirale 68. Auf- 
treten von Asymptoten 64. Verschie- 
dene Transformationen, die Sinus- 
spiralen in Sinusspiralen verwandeln 
64 ff. 

Sphärische Abbildung e. Fläche 206. 

Sphärische Curven 178. Notw. u. 
hinr. Beding, dafür, dass e. Curve 
sphärisch ist 179. Bückkehrkante der 
Developpablen, die die Kugel längs 
der Curve berührt 185. Sph. Curv. 
const. Torsion. Sph. Curv. mit const. 
Product der Krümmungen 185. 

Sphärische dreidim. Bäume 287. 
Belationen von Beltrami 288. 

Spirale, logarithmische 14. Sie trifft 
die vom Pol ausgehenden Strahlen 
unter const. Wink^ 26, gestattet alle 
Dilationen vom Pole aus 28. Sie ist 
mit ihren Evoluten congruent; die 
Evolute unendlich hoher Ordn. ist 
der Pol 86. Fusspunkttransform. u. 
Inversion vom Pol aus verwandeln die 
log. Sp. wieder in e. solche 64, 65. 
Log. Sp. als Sinusspir. vom Ind. NuU 61. 

Steiner^s Theorem über BoUcurven 90. 

Steiner'scher Krümmungsschwer- 
punkt 98. Curven, bei denen er mit 
den Krümm.-centra der Endp. des Bo- 
gens in gerader Linie ist 109 (vgl. 
auch 13). Constr. des Krümm.-schwerp. 
bei den Curven p = Ä«" 110. 

^tereographische Coordinaten in 
dreidim. sphär. Bäumen 288. 

Strictionslinie e. Beffelfläche 167. 
Sie ist der Ort der Pumcte, in denen 
die Krümm, der orthos. Traject. der 
Erzeug, null ist 226. Ist sie e. geod. 
Linie, so trifft sie die Erzeug, unter 
const. Winkel u. umgek. 170. Stric- 
tionsl. e. Fl. 2. Grades 240. 

Sturm*« Satz über Congruenzen 263. 



Superosculation 70. 

Symmetrische Dreieckscurven 
129 ff. 

Tangente e. ebenen Curve 1 n. 2, e. 
gewund. Curve 154. 

Tangentialebene e. Fläche in einem 
Punkte 198, 270. 

Tangentialraum e. dreidim. krummen 
Baumes 281. 

Tractrix 8. Die Strecke, welche die 
Asymptote auf den Tang, abschneidet, 
ist constant 27. Evolute der Trac- 
trix 35. 

Trajectorien, isogonale, e. Curven- 
Bchar 147 — 149. Die Krümm.-centra 
in jedem Punkt gehör, e. Greraden an 
149. Die isog. Traj. einer Schar 
gleicher Kreise mit d. Mittelpunkten 
auf e. Geraden sind d. Evolv. e. Ketten- 
linie 36. 

Transformation vom Index v 29. 

Trilinearer Pol einer Greraden u. 
trilineare Polare e. Punktes inbez. 
auf e. Dreieck 117, Der tril. Pol 
durchläuft e. dem Dreieck umbeschr. 
Kegelschnitt, wenn die Polare sich 
um e. Punkt dreht u. umgekehrt 122. 

Torsion e. gewund. Curve 155. 

Gbodätische Torsion e. Curve auf e. 
Fläche 194; Satz von Bonnet: Die 
geod. Tors, hängt nur ab von der 
Tang. (Sie ist bis aufs Yorz. gleich 
der absol. Tors, der berühr, geod. 
Linie) 196. Sie ist prop. zur Proj. 
der Bichtungsänd. der flächennorm, 
auf die Normaleb. der Curve 197. 

Überräume 308 ff. 

Umbeschriebener Kreis e. Dreiecks. 
Sein Homologiepol ist der Lemoine'- 
sche Punkt aes Dr. 123. Badius des 
umbeschr. Kreises 124. 

Umbeschriebene gleichseitige 
Hyperbeln e. Dreiecks. Sie gehen 
alle durch das Orthocentrum 122. 

Umbeschriebene Kegelschnitte e. 
Dreiecks. Sie ordnen sich paarw. 
zusammen derart, dass d. Ort d. 
trilin. Pole der Durchm. des einen 
der andere ist. Zuordnung zwischen 
d. Punkten der Ebene u. d. umbeschr. 
Ke^elschn. 122. 

Umriss, scheinbarer, e. Fläche: Satz 
von d*Ocagne über seine Krümmung 
224. 

Unbeweglichkeitsbedingungen 
(bei bewegl. Axensystemen) für Punkte 
imd Geraden, bezogen auf Tangente 
u. Normale e. eb. Curve 22, für Punkte 
inbez. auf das Fundamentaltrieder e. 

föwund. Curve 157 (auch 195), für 
unkte inbez. auf die Axensyst. der 
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Coord, e. knuninl. Coord,-8y8t. in der 
Ebene 142, im Räume 272. 

Unendlich ferne Gerade in d. Ebene. 
Ihre barycentr. Gleich. 112. 

Unendlich ferner Punkt auf e. 
Geraden. Seine barycentr. Coord. 111. 

Unduloid 283. 

y erteilungsgesetz, Chasles'sches, der 
Tang.-ebenen e. Begelfl. 167. 

Yerteilungsparameter e. Regel- 
flache 167. Er ist gleich d. Rad. der 
geod. Torsion der Erzeug, längs der 
Strictionslinie 225. Mittlerer Yer- 
teilunffsparameter e. Congruenz in der 
Umgeb. e. ihrer Geraden 262. 

Weingarten*8che Flächen 243 ff. 
Satz von Halphen über die Krümm. 



der beid. Mäntel d. Evol. e. Weing. 
Fl. 244. Satz von Ribaucour über 
das Entsprechen der Asymptotenl. 
beider Evolutenmäntel e. Weing. Fl. 

245, über das Entspr. der Krümm. - 
linien auf den beiden Evolutenmänteln 
Weing. Flächen mit const. Distanz der 
beiden Krümm.-centra (beide Mäntel 
sind Fl. const. neg. Ejrümm.) 248. 
Jeder Evolutenmantel e. Weing. Fl. 
enth. e. Schar geod. Parall. mit const. 
geod. Krümm. Er ist auf e. Rotationsfl. 
abwickelbar (Satz von Weingarten) 

246. Jede auf e. Rotations!, ab- 
wickelb. Fl. ist e. Evolutenmantel e. 
Weing. Fl. (Satz von Weingarten) 247. 

Wendepunkt (Inflexionspunkt) 6. 
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Aufgabe der Encyklopädie ist es, in knapper, zn rascher Orientierung 
geeigneter Form, aber mit möglichster Vollständigkeit eine Gesamtdarstellung 
der mathematischen Wissenschaf ben nach ihrem gegenwärtigen Inhalt an ge- 
sicherten Resultaten zu geben und zugleich durch sor^ßltige Litteratur- 
angaben die ffeschichtliche ESntwicklung der mathematischen Methoden seit 
dem Beginn des 19. Jahrhunderts nachzuweisen. Sie beschräiüct sich dabei 
nicht auf die sogenannte reine Mathematik, sondern berücksichtigt auch 
ausgiebig die Anwendungen auf Mechanik und Physik. Astronomie und 
Gecääsie, die verschiedenen Zweige der Technik und andere Gebiete, und 
zwar in dem Sinne, dafs sie einerseits den Mathematiker darüber orientiert, 
welche Fragen die Anwendungen an ihn stellen, andererseits den Astronomen, 
Physiker, Techniker darclber, welche Antwort die Mathematik auf diese 
Fragen giebt. In sieben Bänden von zusammen etwa 280 Boffon sollen die 
einzelnen Gebiete in einer Reihe sachlich geordneter Artisiel behandelt 
werden; der letzte Band soll ein ausfOlurUches idphabetisches Register ent- 
halten. Auf die Ausführung von Beweisen der mitgeteilten Sätze mnÜB natür- 
lich verzichtet werden. 

Die Ansprüche an die Vorkenntnisse der Leser sind so gehalten, dafs 
das Werk auch demjenigen nütslich sein kann, der nur über ein bestimmtes 
Gebiet Orientierung sucht. 

Eine von den beteiligten gelehrten Gesellschaften niedergesetzte Kom- 
mission, z. Z. bestehend aus den Herren W. Dy ck in München, G. v. Escherich 
in Wien, F. Klein inGtöttingen, femer L. Boltzmann inLeipzig,H. Seeliger 
in München, H. Weber in Strafsburg, steht der Redaktion zur Seite. 
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